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Uvod:

S planimetrii se setkal kazdy z vas na zakladni Skole jako se soucasti vyuky
matematiky pod nazvem ,geometrie v roviné“, resp. ,rovinna geometrie®.
NejCastéji jste pracovali s pojmy bod, pfimka, usecka, polopfimka. Z rovinnych
obrazcu jste nejvétsi pozornost vénovali trojuhelnikim, &tyfuhelnikim a
kruznicim. Témito utvary jste se zabyvali jednak pocCetné — urCovali jste jejich
obvody a obsahy, velikosti vnitfnich uhld apod., ale také jste tyto utvary
sestrojovali, byly-li pfedem dany nékteré jejich prvky, resp. byly-li popsany
vlastnosti, které hledané obrazce maji mit.

No a pravé problematiku tykajici se konstrukci trojuhelnikli, ¢&tyfahelnik( a
kruznic naleznete i v tomto studijnim textu. Konstrukce, které jsou zde pouzity,
jsou tzv. eukleidovské konstrukce — tj. takové, k nimz postaci pouze pravitko a
kruzitko. Nejsou zde obsazeny napfiklad konstrukce provadéné na zakladé
vypoctu Ci konstrukce na zakladé uziti shodnych i podobnych zobrazeni.
Zakladem pro vétSinu konstrukci, které se tady spolecné naucCime, jsou
,mnoziny bodd roviny spliujicich dané vlastnosti“ tvofici obsah prvni
kapitoly. Zjistite, Ze nékteré z nich znate z predchozi vyuky planimetrie na ZS,
dal$i se naucite objevovat a sestrojovat. Pro pochopeni souvislosti je dllezité,
abyste si u kazdé jednotlivé ulohy uvédomili, ze mnohé znamé geometrické
pojmy se daji popsat pomoci svych geometrickych vlastnosti, které ve svém
disledku vedou kvyfeSeni mnoha konstrukénich planimetrickych uloh.
Konstrukce zalozené na mnozinach bodu danych vlastnosti budou pak tvofit
stavebni kaminky, znichz budeme sestavovat konstrukce trojuhelnikd,
Styfuhelnikd a kruznic.

V uvodu druhé, tfeti a Ctvrté kapitoly se seznamite se zakladnimi pojmy
vztahujicimi se k trojuhelniku, ¢tyfuhelniku a kruznici. Zapomnéli-li jste néktery
z nich, podivejte se do ,,Geometrického slovnicku®, ktery je soucasti jak
kapitoly 2 tykajici se trojuhelnika, tak kapitoly 3 tykajici se Ctyfuhelnika.
Zakladni pojmy je tfeba dobfe ovladat. Budete-li na pochybach, radéji si pojem
vzdy vyhledejte, protoZe jeho geometrické vlastnosti pfimo urCuji postup
konstrukce.

Kapitoly 2, 3 a 4 obsahuji kromé feSenych prfikladi i ulohy slouzici
k samostatnému procviceni latky. Jejich feSeni jsou shrnuta v kapitolach
ReSeni uloh, navic u kazdé ulohy je odkaz na pFislusnou stranku.
Hypertextovy odkaz v ramecCku vas rychle dovede k feSeni pfislusné ulohy a
zase zpét k jejimu zadani. Rady na zavér u kazdé kapitoly obsahuji téZ odkazy
na vhodnou doplnujici literaturu.

Tato opora si klade za cil vybudovat u vas dovednosti a navyky, které jsou pfi
feSeni konstruktivnich uloh nezbytné. Prvoradé je peclivé Cteni zadani. Je tfeba
dobfe rozumét pojmim ze zadani, aby bylo mozné z nich sestavit kvalitni
nacrtek a rozbor. Zasady pro provadéni nacrtku zde zminuji vicekrat, protoze
pro feSeni ulohy jsou podstatné:

N1

Ulohu si naértnéte, jako by jiz byla vyfeSena. Ty prvky a vztahy, které jsou
zadany, si vzdy zvyraznéte barevné. Pak se zamérte na body, které je tfeba
sestrojit (zbyvajici vrchol trojuhelnika, apod.) a uvédomte si, Zze hledate-li
bod, hledate jej jako prusecCik dvou &ar. A tyto Cary jsou vétSinou obrazy
mnoZzin bodl spliujicich podminky ze zadani ulohy.
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Po prostudovani opory budete znat:

Co to jsou mnoziny bodl danych vlastnosti a jak je Ize vyuzit

v konstruktivnich ulohach;

Jaky je rozdil mezi polohovou a nepolohovou ulohou a jaky dopad to ma
na postup konstrukce

Jak Ize konstruktivné vyuzit zadani riznych prvku v trojuhelniku;

Jaké dusledky pro postup konstrukce maji vlastnosti jednotlivych druhd
¢tyfuhelnikd

Jak vlastnosti maji bodové mnoziny tvofené stfedy kruznic s ohledem na

dal$i pozadované vlastnosti

Po prostudovani opory budete schopni:

Konstruktivni ulohu bézné stfedoskolské urovné nacrtnout a rozebrat,
stanovit postup konstrukce, zapsat jej v po sobé nasledujicich krocich
Proveést konstrukce trojuhelnikd, ¢tyfuhelnikd a kruznic opirajici se o uziti
bodovych mnozin danych vilastnosti

Provést zkousku spravnosti feSeni konstruktivni ulohy

S vétsim porozuménim studovat i navazujici a souvisejici témata
stfedoskolské planimetrie — tj. konstrukce na zakladé vypoctu, uziti

shodnych zobrazeni a poCetni ulohy o rovinnych obrazcich
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1 Mnoziny bodt roviny spliujicich dané vilastnosti

V této kapitole se dozvite: jaké geometrické viastnosti maji rovinné
geometricke utvary

V této kapitole se naugdite: jak sestrojit rovinny utvar splriujici jisté pfedem
dané pozZadavky

Klicova slova kapitoly: osa useCky; osa pasu; ekvidistanta primky; osy
Uhld rdznobézek; kruznice; Thaletova kruzZnice; osa mezikruzi; uhly
v kruznici — obvodovy a stredovy uhel; mnozZina bodu roviny, z nichZz
vidime usecku pod uhlem dané velikosti;

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: 7 hod. teorie + 2 hod. nastudovani
a provedeni konstrukci

V této kapitole se soustfedte na pochopeni vztahl mezi danym objektem a
jeho geometrickymi vlastnostmi. Pfipravte si nelinkovany papir a rysovaci
poml‘]cky - tu2ku kruzitko, trojL’JheInl'k s ryskou, barevné pastelky nebo tenke

Vigviv s

vyrysu jte.

1.1 Osa useCky

o

e
N

pfimka o je mnozinou bodu, které maji od krajnich bodu usecky, tj. boda A aB
stejnou vzdalenost. V dusledku toho je osa Usecky kolmici prochazejici jejim
stfedem S.

\/N*

vvvvvv
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1.2 Osa pasu rovnobézek

Plati, Ze osa o je mnozinou bodu, které maji od danych rovnobézek map
stejnou vzdalenost. Pfimka o se nazyva osou pasu rovhobézek m a p.
A naopak - dvojice pfimek (m,p) se nazyva ekvidistanta primky o.

Poznamka: Ekvidistantni znamena ,stejné vzdaleny“ — ekvidistanta je tedy
mnozina bodd majicich od pfimky o stejnou vzdalenost

1.3 Osy uhla dvojice ruznobézek

Na obrazku jsou riznobé&zky p a q. Kazdé dvé riznobézky sviraji dva uhly,
jejichz velikosti se doplriuji do 180°. Osy téchto Uhll jsou oznaceny o4, 02.

Osy uhlu dvojice ruznobézek jsou vzajemné kolmé. Co je dulezité pro pouziti
v konstrukénich ulohach, je vlastnost bodu lezicich na téchto osach. Jeden
takovy je vyznacen - povSimnéte si, Ze ma od obou danych pfimek p,q tutéz
vzdalenost.

Osy uhli riznobézek Ize tedy charakterizovat jako mnozinu bodu, které maji
od primek p,q stejnou vzdalenost.
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1.4 Kruznice

Mnozina bod0 tvoficich kruznici ma tu
vlastnost, Ze jeji body maji od daného
pevného bodu (stfedu S) konstantni
vzdalenost (polomér r).

Lze zapsat: k(S; r):{X;

SX|:r}

1.5 Thaletova kruznice

Tento pojem urcité znate. Upfesnime
proto jen pohled na Thaletovu
kruznici z hlediska spole¢nych
vlastnosti bodu, které ji tvofi:
Thaletova kruznice s primérem AB je
mnozZina vrcholu pravych ahla nad S
useckou AB. Nékdy také fikame, Ze

je to mnozina takovych bodu, z nichz

.vidime usecku AB pod pravym

Uuhlem*

Poznamenejme jesté, Ze je to vlastné kruznice k bez dvou bodu (A,B), protoze
body A, B nesplnuji poZzadovanou vlastnost.
Mnozinu bodu, které vytvareji Thaletovu kruznici znad primérem AB lze

zapsat takto: r:{X; LAXB|=90°}. Zapamatujte si i ¢teni takovéhoto zapisu: ,z je
mnozinou bodu (roviny), pro které plati, Ze velikost uhlu AXB je 90°.¢

1.6 Obvodové uhly

V této kapitole poznate mnozinu bodu roviny,
ze kterych je useCka AB vidét pod uhlem
dané velikosti y: VSimnéte si, Ze vrcholy uhlu
zvoleného tak, aby mél danou velikost y a aby
jeho ramena prochazela body A, B, vytvareji
dvojici kruhovych obloukd, jejichz stfedy
lezi na ose useCky AB. Takovéto uhly se
nazyvaji obvodové, nebot jejich vrcholy lezi
na obvodu oblouku. Pro jejich velikost plati, ze
je rovna poloviné prislusného stredovéeho
uhlu ASB. (teorii mizete nastudovat napf. v
[ 1], kapitola 1.10)
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Mnozinu M vrcholl uhld, z nichz je useCka AB vidét pod uhlem o velikosti y
|ze zapsat takto:M={X; AAXB|=;/}. Zapamatujte si i ¢teni takovéhoto zapisu:

,M je mnozinou bodu (roviny), pro které plati, Zze velikost uhlu AXB je y .”

Nyni se naucite takovouto mnozinu sestrojit. Tuto konstrukci budeme pro dalSi
aplikace povazovat za zakladni, v zapisech konstrukci trojuhelnikl a
Ctyrfuhelnikd budete psat pouze, ze se tato mnozina sestroji, ale ne jak se
sestroji. Pokud si budete potfebovat tuto konstrukci pfipomenout, vratte se na
toto misto.

Konstrukce mnoziny bodl,
z nichz vidime use€ku AB pod ostrym uhlem y:

@S
| AK ‘
Y
M

Postup konstrukce je rozkreslen do jednotlivych fazi. Nejprve sestrojte osu
useCky AB a pak od useCky AB do jedné poloroviny vyneste tzv. usekovy
uhel s vrcholem v bodé A, jehoz velikost je rovna velikosti obvodovych Ghlu —
tedy y. Vznikne polopfimka AM. K ni vedte kolmici bodem A. Ta vymezi na ose
Usecky stfed hledaného oblouku — bod S, polomér oblouku je |SAl, resp.
|SB|. Mame tedy sestrojenou jednu &ast hledané mnoZiny — oblouk k4. Druhy
oblouk vc€etné jeho stfedu sestrojite osové soumérné podle pfimky AB.
Hledanou mnozinu tvofi sjednoceni dvou oblouku kiU k; pfi€emz do ni nepatfi
body A a B.

/ °
A |
o
Y

T
M

Poznamka: Konstrukci si prakticky vyzkouSejte — napfiklad pro uhly 30°, 45°,
60°. Meéli byste ji ovladat zpaméti, obdobné jako napfiklad néktery dulezity
algebraicky vzorec.
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Konstrukce mnoziny bodl,
z nichz vidime use€¢ku AB pod tupym uhlem y:

Postup je v podstaté stejny jako u ostrého uhlu. Od AB nanesete usekovy uhel
velikosti y, k jeho ramenu AM sestrojite kolmici bodem A, ta protne osu usecky
v bodé S. Oblouk, ktery je v tomto pfipadé mensi nez pulkruznice, ma stied S a
polomé&r |SA/|, resp. |SBI. Druhy oblouk bude s nim osové soumérny podle
AB.

2 Konstrukce trojuhelnikt

V této kapitole se dozvite: jaky je rozdil mezi polohovymi a nepolohovymi
ulohami; jaké jsou faze feSeni konstrukéni ulohy, jak se pii sestrojovani
trojuhelnika vyuZivaji jeho zadavajici prvky — zejména téznice, vyska, polomér
kruznice opsané a polomér kruznice vepsané trojuhelniku.

V této kapitole se naudite: prakticky provest rozbor ulohy; postupovat
efektivné pfi ,objevovani“ feSeni, zapsat postup reseni a zjistit jejich pocet;
proveést konstrukci a zkousku

v vaew

Klicova slova kapitoly: téznice; tézisté; vyska; kruZnice opsana
trojuhelniku; kruznice vepsana trojuhelniku; polohova uloha; nepolohova
uloha; volné zadani; vazané zadani;

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: 4 hodiny teorie + 10 hodin feseni
uloh a provedeni konstrukci
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V této kapitole se soustifedte na pfedevSim na nejdulezitéjsi fazi FeSeni
konstrukcni ulohy — a tou je rozbor! P¥i feSeni nasledujicich uloh doporucuiji,
abyste si pfipravili nelinkovany papir, tuzku a barevné pastelky nebo tenké
barevné fixy. Vas vlastni nacrtek by mél byt pfehledny a dostatecné velky,
abyste si do né&j mohli zakreslovat vztahy v trojuhelniku, které vas povedou

k rozfeSeni ulohy. Na vyznageni zadavajicich prvkud si zvolte jednu barvu,
kterou budete k tomuto ucelu pouzivat ve vSech ulohach. V tomto textu to

bude vzdy barva €ervena. Dal$i mnoziny bodu, které pouzijete k feSeni, si
vyznacujte jinymi barvami

2.1 Trojuhelnik — zakladni pojmy

V celé nasledujici kapitole budeme uzivat standardni oznaceni prvku
v trojuhelniku podle nasledujiciho obrazku a komentare:

Strany trojuhelnika a jejich velikosti:

a=|BC|,b=]|ACl|,c=|AB|

TézZnice trojuhelnika a jejich velikosti:
ta=|AS1], t = |AS,], to= [AS3]

Vy3&ky trojuhelnika a jejich velikosti:

Vg = |AA1|,Vb= |BB1|,VC= |CC1|

GEOMETRICKY SLOVNICEK - Trojuhelnik

Pripomenme si jesté vymezeni nékterych zakladnich pojmua, tykajicich se

N1/

trojuhelnika:

Téznice je usecCka spojujici vrchol trojuhelnika se stfedem protilehlé
strany

Teézisté je prusecikem téznic; ma tu vlastnost, ze déli téznici na dva
dily, jejichz velikosti jsou v poméru 2:1, pficemz vétsi dil je
blize k vrcholu

Vyska je usecCka lezici na kolmici vedené z vrcholu na protilehlou
stranu, pficemz jednim jejim krajnim bodem je vrchol
trojuhelnika, druhym je pata této kolmice

Prasecik je bod, v némz se protinaji pfimky, na kterych lezi vysky; u

vysSek ostrouhlych trojuhelnikd lezi uvnitf, u tupouhlych vné
trojuhelnika; u pravouhlého trojuhelnika je to vrchol pravého
uhlu

Stredni pricka |je useCka spojujici stfedy dvou stran; je rovnobézna se
zbyvajici stranou a ma velikost rovnou poloviné velikosti této
strany
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Kruznice je kruznice prochazejici vSemi jeho vrcholy
opsana
trojuhelniku

Stred kruznice |je bod majici stejnou vzdalenost od vSech vrcholu
opsané trojuhelnika, je proto prusecCikem os stran trojuhelnika; u
ostrouhlého trojuhelnika lezi uvnitf, u tupouhlého vné a u
pravouhlého leZi v poloviné prfepony

Kruznice je kruznice lezici uvnitf trojuhelnika a dotykajici se vSech jeho
vepsana stran
trojuhelniku

Stred kruznice |je to bod, ktery lezi uvnitf trojuhelnika a ma stejnou
vepsané vzdalenost od v8ech jeho stran a je proto prisecikem os
vnitfnich uhld trojuhelnika

Trojuhelnikova | podminka pro velikosti stran trojuhelnika: soucet kazdych
nerovnost dvou stran musi byt vétSi nez strana treti

2.2 Volné a vazané zadani

Vzdy nez se pustite do feSeni konstrukCni ulohy, precCtéte si pozorné zadani!
V konstruktivni geometrii totiz rozliSujeme dva typy zadani: vazané zadani
(hovofime o tzv. polohovych ulohach) a volné zadani (zde hovofime o tzv.
nepolohovych ulohach).

Piiklad vazaného zadani (tj. polohové tlohy): Je dana usedka AB, |AB|=c
= 7 cm. Sestrojte v8echny trojuhelniky ABC, pro které plati: b =4 cm, y = 30°.
Priklad volného =zadani (tj. nepolohové ulohy): Sestrojte vSechny
trojuhelniky ABC, pro které plati: c=7 cm, b =4 cm, y = 30°.

Zhotovite-li si hned po letmém piedteni nacrtek, mizete podlehnout mylnému
dojmu, Ze obé zadani jsou stejna.

Ale pozor - je zde zasadni rozdil!

1) u polohové ulohy musite postup feSeni odvijet od jiz umisténé usecky
AB, kdeZto u nepolohové ulohy muzete zacit kterymkoli zadanym
prvkem. Je tedy vétSinou snazsi fesit nepolohovou ulohu.

2) chceme-li urit pocet feSeni polohové ulohy, spocitame vSechna feseni,
ktera pfi daném zadani vychazeji, kdeZzto u nepolohové ulohy bereme
v Uvahu jen feSeni tvarové odliSna.

polohova
uloha

nepolohova
uloha
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2.3 Faze reseni konstrukéni ulohy

vvvvvv

V uvodu kapitoly jsem vas jiz upozornila na nejdllezitéjSi fazi feSeni
konstrukcni ulohy — a tou je rozbor.

Spociva v tom, Ze si nacrtneme trojuhelnik, jako kdyby byl jiz vyfeSeny, a
zakreslime do néj (nejlépe barevné — a nejlépe vzdy toutéz vybranou barvou)
zadavajici prvky trojuhelnika. Ty jsou ftfi, pokud ovSem néktery z nich neni
nahrazen popisem vlastnosti trojuhelnika. Pokud mate zadanu polohovou
ulohu, zvyraznéte silngji umistény prvek, abyste si pfi feSeni uvédomili, ze
s nim nemuUZzete manipulovat.

Nacrtek si porfadné prostudujte, uvédomte si, ktery vrchol trojuhelnika vam
chybi a jak byste jej mohli doplnit. Vrchol je bod — a chceme-li v konstrukéni
uloze sestrojit bod, budeme jej konstruovat jako priusecik dvou car, které Ize
popsat pomoci jejich vlastnosti. Casto to byva néktera z mnozin bodd danych
vlastnosti popsanych v prvni kapitole.

Cilem rozboru tedy je nalezeni cesty od zadavajicich prvkl ke vdem chybéjicim
vrcholim trojuhelnika. Je vhodné kazdy nalezeny krok zakreslit do rozboru a
podle rozboru stanovit postup konstrukce.

Postup konstrukce musi splfovat nasledujici pozadavky:

1. U polohové ulohy musi byt prvnim krokem sestrojeni pevné umisténého
objektu ze zadani; u nepolohové ulohy to muaze byt kterykoli vhodny
zadavajici prvek.

2. Pojmenovani objektu pouzitého vrozboru musi byt shodné
s pojmenovanim téhoz objektu v postupu.

3. Zadny krok postupu nesmi obsahovat objekt, ktery v danou chvili jesté
neni sestrojen.

rozbor

postup
konstrukce

Pokud vam dodrzeni této zasady Cini potize, vezméte si Cisty list papiru a
na néj si od ruky rozkreslujte konstrukci po krocich — tak, jak postupné
vznika. Kazdy novy krok ihned zapiste do postupu — pak se vam nemuze
stat, Zze byste pouzili napf. bod, ktery v dané fazi jeSté neexistuje. Nejste-li
si ani potom jisti, najdéte si pomocnika, ktery ovlada zakladni geometrickou
symboliku, pfedlozte mu svUlj postup (bez zadani!) a sledujte, zda podle
vaseho postupu sestroji bez napovédy to, co jste zamysleli. Postup
konstrukce je vlastné jakasi ,kucharka“, podle které by mél kazdy umét
,havafit“ pfesné to, co bylo poZzadovano.

4. Jak se sestrojuji zakladni mnoziny bodd danych vlastnosti (ij. ty, které
jsou uvedeny v kap.1) se do postupu nemusi psat — tam zapisujete
pouze to, ze se sestroji.

5. Pfi feSeni geometrickych konstrukénich uloh se stava, Zze uloha ma vice
feSeni. Napfiklad pranikem pFfimky s kruznici vzniknou dva body
vedouci ke dvéma odliSnym FeSenim. V takovychto pfipadech
zapisujeme postup pouze pro jedno feSeni a rozdvojeni feSeni
v konstrukci provedeme napfiklad zavedenim indexd k témuz pismenu.
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6. Jsou-li jiz popsany konstrukce vSech vrcholu trojuhelnika a zbyva jen
doplnit jeho strany, mizeme pouzit zavére¢ny pokyn: AABC, ktery se
bézné uziva jako pokyn k dokonceni konstrukce.

Dalsi fazi muze (ale nemusi) byt samotna konstrukce. Zakladnimi pomuckami
jsou pravitko a kruzitko - provadime tzv. eukleidovské konstrukce. Je vsak
praktické pouzit trojuhelnik s ryskou, ktera urychluje konstrukci kolmic.

U zadani s konkrétnimi Ciselnymi hodnotami je nutné ke konstrukci pfipsat
pocet reseni konstrukéni ulohy. U uloh s jednim nebo vice parametry se
provadi diskuse poctu reSeni v zavislosti na vzajemnych vazbach mezi témito
parametry.

Po konstrukci je tfeba provést zkousku, tj. ovéfit, zda trojuhelnik, ktery jste
sestrojili, ma vS8echny vlastnosti pozadované zadanim ulohy. Tuto zkou$ku
muZzZete provést Ustné, nemusite ji zapisovat. MUzZete si zavést svou vlastni
zkratku na znameni toho, Ze jste zkousku provedli — napt. ZK.\/

konstrukce

pocet
rfeseni

zkouska

Provadét u vSech prikladd dusledné konstrukci — navic s didslednym
vyrysovanim vsech feSeni, mize byt ve svém duisledku neproduktivni. Pfi
zapisovat kliCové body postupu konstrukce. Pfesné vyrysovani provadéjte
napf. jen u kazdé treti ulohy, pfipadné sestrojte jen jedno feSeni a
z ostatnich zachytte jen po jednom kliCovém bodu.

2.4 Konstrukéni vyuZiti téZnice trojuhelnika

Je-li jednim z prvk( zadavajicich trojuhelnik jeho téznice, muizeme pfi
konstrukci vyuzit jeji vlastnosti:
1. spojuje vrchol se stfedem protilehlé strany = lze vyuzit kruznice majici
stfedy v téchto bodech a polomér rovny velikosti téZnice
2. tento stfed strany lze povazovat za stfed stfedové soumérnosti
prevadéjici hledany trojuhelnik na trojuhelnik vytvarejici spolu
s hledanym trojuhelnikem rovnobéznik = lze vyuzZit doplnéni
trojuhelnika na rovnobéznik (viz dale Pf. 2)
3. lezi na ni tézisté, které ji déli v poméru 2 : 1, pfiCemz vétsi dil je blize
vrcholu = Ize vyuZit kruZznice majici podle polohy polomér roven 4, resp.
% velikosti téZnice

Pozorné si prostudujte nasledujici ukazkoveé priklady a pak se sami pokuste o
feSeni zadanych uloh.

&

téznice

N1/
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Priklad 1:
Je dana usecka AS, | AS| = 4,5 cm. Sestrojte trojihelnik ABC s téZnici AS, je-li
dano:tc=6cm,c=7 cm.

Reseni:

Zadana uloha je polohova, pfi jejim feSeni se musi nutné vychazet od umisténé
useCky AS. Rozbor ulohy je proveden podle nacrtku, ve kterém jsou barevné
vyznaceny zadavajici prvky:

Nacrtek: Rozbor:

Je dana usecCka AS, ktera je téznici,
Ize na ni ve dvou tfetinach délky tedy
umistit tézisté T. Déle jsou
zvyraznény dalSi zadavajici prvky —
| N\ S useCka AB a téZnice na tuto stranu.
T Povsimnéte si trojuhelnika ATSag.
Jakmile se vam stane, Ze v nacrtku
uvidite uzavfeny obarveny obrazec —
znate vlastné tfi strany tohoto
g trojuhelnika a jste tudiz schopni ho
See sestrojit pomoci

dvou kruznic k(A % =3 Scmj (T;%tC :2cmj:

Nyni je sestrojen trojuhelnik
ATSag, zbyva sestrojit vrcholy B a
C. Bod B lezi na polopfimce ASag
ve vzdalenosti ¢ od A, bod C je
stfedové soumérny sbodem B
podle stfedu S.

Rozbor je hotov — zbyva zapsat
postup konstrukce. Budu pouzivat
béZznou mnozinovou symboliku —

pokud potfebujete, lze ji
nastudovat napf. v ucebnici [1],
str.189.
Postup konstrukce: Vysvétlivky ke konstrukci:
1. =4,5cm - sestrojte Usecku AS délky 4,5 cm
2. —§|AS| =3cm - sestrojte bod T na AS, 2e| AT =3 cm
3. k; k( % =3 Sij - sestrojte kruznici k se stfedem A a polomé&rem 3,5cm

A;
1 . L
4. E =2 - sestrojte kruznici m se stfedem T a polomérem 2cm
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Sag; S,z ekmm - sestrojte bod S, ktery je prusedikem k a m
6. B;Be EAB , AB|=C:7cm - sestrojte bod B na polopfimce ASag, vzdaleny
7cmod A
7. C; S(S): B—>C - sestrojte bod C, ktery je obrazem bodu B ve
stfedové soumérnosti se sttedem S
8. AABC - dokondete konstrukci
Konstrukce:

Pocet reSeni:
Uloha ma dvé reSeni.

Zkouska:
Obé feSeni spliuji vSechny pozadavky dané zadanim ulohy. ZK.A

Priklad 2:

Je dana usecka AS,
|AS |= 6 cm. Sestrojte
trojuhelnik ABC s téznici AS, je-
li dano: t: = 4,5 cm, B = 60°.

Nacrtek a rozbor:

Vychazim od usecky AS, ktera
je dana svym umisténim. Stejné J |
jako v_r'ninLiliéwulvoze na ni A Se ‘B
sestrojim tézisté T.

Bod C bude jisté leZet na kruznici se stfedem v bodé T a polomérem rovnym %
téZnice t..
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Bod B ma tu vlastnost, Zze z néj je vidét useCku AS pod uhlem B. A takovou
mnozinu bodd umime sestrojit — viz kap.1.6.

My ovSem potiebujeme dvé takové mnoziny, které maji spole¢ny tentyz vrchol
trojuhelnika. Pravé v téchto pfipadech se vyuziva doplnéni trojuhelnika na
rovnobéznik ve sméru zadané téznice. Vztahy z plvodniho trojuhelnika jsou
pfeneseny do nové vytvoreného stfedové soumérného trojuhelnika, kde znovu
zacnu hledat bodové mnoziny, jejichz pranikem je néktery z chybégjicich vrcholl
trojuhelnika. Vice napovi nasledujici obrazek:

Pokracovani rozboru:

A Se B

V trojuhelniku BCAs, ktery je stfedoveé soumérny podle stfedu S s trojuhelnikem
CBA, je uhel B u vrcholu C. Bod C je tedy prvkem mnoziny Mg, coz je mnozina
bodu, z nichz vidime useCku SAs pod uhlem B. Je tedy zfejmé, Ze bod C lezi
v priniku m a Mg,

Chybéjici bod B doplnim stfedové soumérné s bodem C podle bodu S.

Promyslete si, jak lze obdobnym zplUsobem ziskat misto bodu C bod B
(Mg sestrojime nad AS a misto kruznice m pouzijeme m’).
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Nyni jednotlivé kroky zapiSeme do postupu konstrukce:

Postup konstrukce:

1.

N

Vysveétlivky ke konstrukci:

AS; AS|:6cm - viz pF. 1
2
.T;T €AS, AT|:§|AS|=4cm - viz pr. 1
N S(S): T->T - sestroj bod T’, ktery je obrazem bodu T ve
stfedové soumérnosti se stfedem S
A S(S): A—> A - sestroj bod Ag, ktery je obrazem bodu A ve
stfedové soumérnosti se sttedem S
2 e .
.m;m T’Etc =3cm - sestroj kruznici m se stfedem T a pol. 3 cm
M ﬁz{X; ZSXAS|:ﬂ=6O°} - sestroj mnozinu bod(, z nichz je vidét usecku
SAs pod Uhlem 60° (viz kap.1.6)
.C;CemnM, - C vyzna¢ v priniku m a M; (dvé fedeni!)
B; S(S) :C—>B - sestroj bod B, ktery je obrazem bodu C ve
stfedové soumérnosti se sttedem S
A ABC - dokong&i konstrukci

Konstrukci si zkuste vyrysovat sami — opirejte se pfitom o rozbor a postup
ulohy. Vyrysuje obé dvé reseni.

Priklad 3:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a=6 cm, t, = 3,5 cm, a = 75°.

- nezapomefite ZK.\/

Toto je ukazka nepolohové ulohy. Postup feSeni stanovim podle nacrtku:

Nacrtek:

Rozbor:

Nejprve umistim usecku BC
o velikosti a. Nad touto
useCkou je uhel a, mohu
tedy vyuzit mnozinu M, tj.
mnozinu vrchold ahla,
m z nichz vidime useCku BC
pod uhlem a. V této mnoziné
lezi hledany vrchol A.
Vrchol A lezi také na
kruznici m se stfedem ve

stfedu usecky BC, ktera ma
polomeér t,.
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Upozornéni:

Castou chybou pfi feSeni této ulohy byva, Ze studenti vedeni snahou
vyhnout se konstrukci mnoziny M, zacinaji konstrukci od uhlu a, pficemz
mylné predpokladaji, Zze téznice tento uhel puli. Pozor! Osa vnitfniho uhlu a
téznice prochazejici tymz vrcholem jsou v obecném pfipadé rizné primky.

Postup konstrukce: Pozn.:
1. BC; BC|=a:6cm V&Fim, Ze se zde obejdete bez
2. S,; S.je stred BC vysvétlivek. Pokud ne, vratte se
3. m;m(S,,t, =4cm) k predchozim prikladam.
4. M, ={X;|£BXC|=a=75°
5. A AemnM,
6. AABC
Konstrukce:
A1 Ao

™
=

e
X

A4 As

Pocet FeSeni:

Uloha je nepolohova, proto beru v Gvahu jen tvarové odli$na feseni. Protoze
v8echny cCtyfi vysledné trojuhelniky A1BC, A1CB, A1BC, A1CB, jsou shodné,
ma uloha ma jediné feseni. — nezapomefite ZK.\/

K procviCeni tématiky podkapitoly 2.4 vam predkladam k samostatné praci
nékolik uloh. Jejich FeSeni — tj. postupy konstrukci - naleznete v kapitole
ReSeni uloh. Piemistit se k pfislusnému feSeni muzZete kliknutim na
hypertextovy odkaz — tj. na €islo odkazované stranky.
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Uloha 1:

Je dana Usecka AS, |AS| = t,= 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, pro ktery je =

useCka AS téznici a kde plati: t,=5cm, t.=4 cm. . ,?
[(Reseni viz str. 33)|

Uloha 2:

Je dana usec¢ka AS, |AS| = t, = 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, pro ktery je
useCka AS téznici a kde plati: a= 8 cm, y = 60°.

[(Reseni viz str. 33)

Uloha 3:
Sestrojte trojuhelnik ABC, pro ktery plati: b = 6 cm, t,=2 cm, y = 30°.
[(Reseni viz str. 33)

2.5 Konstrukéni vyuZiti vysky trojuhelnika/

vySka

Tac

Je-li jednim ze zadavajicich prvkd trojuhelnika jeho vySka, muzete pfi

konstrukci vyuzit jeji vlastnosti: Y
1. vyska lezi na kolmici CC4 spusténé z vrcholu na protilehlou stranu cﬁi

2. pata C4 této kolmice lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad
stranou AC jako nad prumérem (téz ovSem lezi na Thaletové

kruznici nad BC)

3. je-li zadana strana AB a vySka na tuto stranu, lezi bod C na
rovnob&Zce p || AB ve vzdalenosti rovné vysce v.. (Takové
pFimky jsou dvé — druha v poloroviné opacné vzhledem k AB)

4. stfed S strany BC lezi na ose pasu rovnobézek p a AB. Sestrojite-
li kruznici k o poloméru rovném poloviné vysky v, ktera ma stied
v tomto stiredu S, je primka obsahujici stranu AB te¢nou této
kruznice ! (viz nasledujici obrazek):
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Tac

Pozorné si prostudujte nasledujici ukazkové pfiklady a pak se sami pokuste o
feSeni zadanych uloh. Postupy konstrukci najdete na uvedenych strankach.

Priklad 4:

Je dana Use¢ka AB, | AB | = ¢ = 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:
Va=4cm,t. =4 cm.

Reseni:

Zadana uloha je polohova, pfi jejim FeSeni musime nutné vychazet od umisténi
useCky AB. Provedeme rozbor ulohy, v nacrtku vyznaCime Cervené zadavajici
prvky:

Nacrtek: Rozbor:

| Aq - pata pfimky, na niz lezi vyska va,
rcholem pravého uhlu nad useckou AB.
i tudiz na Thaletové kruznici tag a
Casné je od A vzdalen o délku v,.

va nalézt dvé mnoziny bodl pro
strukci bodu C. Pfipominam, Ze bod
jam jako prusecik dvou c&ar. Jedna
ch bude pfimka BA4, druha kruznice se
dem v bodé S a polomérem t..
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Do nacrtku proto dopinim: Postup konstrukce:

AB; |AB|=c=6cm

S; S je stfed AB

7 = X;|£AXB|=90°}
m; m(A,v, = 4cm)

A, A er,gm
primka BA;

k; k(S,t, =4cm)

C; CGEAlmk
A ABC

©® NOO B~ ON =

Konstrukce:
Konstrukci si provedte nyni sami na papir, jen podle zadani, nacrtku a postupu.
Pak teprve zkontrolujte spravnost a pocet feSeni podle nasledujiciho obrazku.

C:

Pocet feseni:

Uloha ma celkem 4 feSeni. Pokud se vam nepodafilo nalézt feSeni s vrcholy
C; a C4, porovnejte znovu svou konstrukci krok za krokem s postupem. Dale si
uvédomte polohu vysSek v tupouhlém trojuhelniku — dvé z nich vzdy lezi
mimo trojuhelnik! Vyhledejte si ve své konstrukci vySku na stranu a - tj.useCku
AA1q4, resp. AA42 — kazda pfislusi dvéma rlznym trojuhelnikim. Sami provedte
zkousku - ZKA
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Pro lepsSi orientaci v konstrukcich zvétSete v pfipadé potfeby zobrazeni na

monitoru do¢asné napf.na 150%.

Priklad 5:
Je dana usec¢ka AS, ktera je t&Znici trojuhelnika ABC, |AS |=t, = 7 cm.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: ve =4 cm, t, =6 cm.

Reseni:

Zadana uloha je polohova, pfi jejim feSeni musim nutné vychazet od umisténé
useCky AS. Provedu rozbor ulohy, v nacrtku vyznadim Cervené zadavajici
prvky:

Nacrtek:

Rozbor:

v viw

Na umisténé useCce AS sestrojim tézisté T. Zaméfim se na konstrukci bodu B
— budu se jej snazit ziskat jako prusecCik dvou €ar. Bod B bude jisté lezet na

. Y . 2 . Cx
kruznici m se stfedem v T a polomérem 3 velikosti téZnice ty.

Napovédu jak sestrojit dalS§i mnozinu bodu obsahujici bod B dava bod 4.
Z uvodu kapitoly 2.5. Dobfre si znovu prostudujte navodny obrazek na str. 24.
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Nacrtek doplnény na zakladé rozboru:

C

Postup konstrukce:

—

N

AS; |AS|=t, =7cm
T;T eAS,|AT[{TS|=2:1

m; m[T,%tb =4 cmj

K; k(S,V—C:2cmj
2

t; tjetecnaz A ke k

B; Bemnt
C;S(S):B—>C
A ABC

Vysvétlivky, komentare:

- UseCku AS rozdélte na 3 dily graficky uzitim
tzv. redukéniho Uhlu, nepouZzivejte kalkulacku.

- pomocna kruznice

- zakladni konstrukce, fesi se uzitim Thaletovy
kruznice nad AS, v pruniku s t je bod D, pak t= AD

- Ize dofesit i jinak — napfiklad uzitim pfimky p
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Konstrukce:

£

B-

Tas

12

Pocet reSeni:
Uloha ma 2 feSeni.

Zkouska:

Sestrojené trojuhelniky maji v8echny vlastnosti pozadované zadanim. (Vysky
na stranu AB jsou pro pfehlednost znazornény zelené.) ZK.A
Priklad 6:

Sestrojte trojuhelnik ABC, pro ktery plati: b=5cm, va,=4 cm, t. =3 cm.

Rozbor:

Protoze uloha je nepolohova, mam
vice moznosti jak zaCit. Vyjdu-li
z umisténi strany AC, mohu pro
konstrukci vySky na stranu a vyuzit
Thaletovu kruznici nad AC. Dostanu
tak smér strany CB, nikoli vSak
jesté bod B. (Nacrtnéte !)
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ProtoZe je zadana téZnice na stranu c, nabizi se metoda doplnéni trojuhelnika
na rovnobéznik ve smeéru zadané téznice — viz nasledujici obrazek:

q

Mam-li sestrojeny bod A4, sestrojim pfimku p = CA4, ktera udava smér jedné
strany rovnobéznika. Proto s ni vedu rovnobézku bodem A. Rovnobéznik ur¢im
uhlopfickou CD (ma délku 2t;) a sestrojim jeji stfed S. Doplnit bod B pak mohu
bud stfedové soumérné s A podle S, nebo vyuzitim rovnobézZnosti useCek AC a
BD.

Postup: Komentar:
1. AC;|AC|=b=5cm
T= {X; LAXC|:90°} - Thaletova kruznice nad AC
m; m(A,v,)
A; Aemnt
p; p=CA,
a; (A € q)/\ p || q - , A “je logicka spojka, Cte se ,a zaroven*
k; k(C,2t,)
D;Deknq
. S; S je stfed CD
10.B;S(S): A—> B - B je obrazem A ve stfedové soumérnosti se
11. AABC stfedem S

©® N OO AN
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Konstrukce:

BZl

All

A12

P2

Pocet FeSeni:
Celkové vychazeji dvé dvojice shodnych trojuhelnikl. ProtoZze feSena uloha je
nepolohova, pfichazeji v vahu jen 2 rtizna, tvarové odliSna reseni.

Zkouska:

Protoze tato konstrukce byla jiz velice narocna, doporucuiji, abyste si u kazdého
vysledného trojuhelnika zvlast ovéfili, kde je vySka na stranu a (svétle modra
barva — u tupouhlych trojuhelnikd lezi vné !) a kde je téZnice na stranu c.
PresvédcCite se, Ze kazdy sestrojeny trojuhelnik vyhovuje zadani. (zvétSete si
zobrazeni ! ) ZKA

K procvi€eni tématiky podkapitoly 2.5 vam prfedkladam k samostatné praci
nekolik uloh. Jejich Feseni — tj. postupy konstrukci, naleznete v kapitole
ReSeni uloh
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Uloha 4:
Je dana use¢ka CCq, |CCq| = vc = 5 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, pro ktery
je useCka CC4 vySkou na stranu c a ve kterém plati: t. = 5,5 cm, o = 60°.

(Regeni viz str. 33)|

Uloha 5:
Sestrojte trojuhelnik ABC, vite-li, Ze: t:=4 cm, t,= 6 cm, v, = 3,5 cm.

(Reseni viz str. 33)

Uloha 6:
Sestrojte trojuhelnik ABC, vite-li, Ze: c=8 cm, v=1,5cm, y =120°.

|(Reseni viz str.34)|

2.6 DalsSi konstrukce trojuhelnika

Priklad 7:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: v¢ =5 cm, a = 60°, r = 3 cm, pficemZ r je
polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC

Reseni:
Zadana uloha je nepolohova. Provedu rozbor ulohy, v nacrtku vyznacim
Cervené zadavajici prvky:

Nacrtek:
V nacrtku se objevil dilCi trojuhelnik,
ktery je mozno sestrojit, protoze znam tfi
C jeho prvky — je to pravouhly trojuhelnik
ACC4.( |CCyl= v, =5 cm, a = 60°, tedy
|£ACC,| =30°.)

Je-li zadan polomér kruznice opsane,
musite si uvédomit, ze jeji stfed lezi na
osach stran a ze je to navic bod, ktery je
stejné vzdalen od vrcholu trojuhelnika.
Sestrojim tedy bud kruznice
s polomérem r se stfedy ve vrcholech A,
C, nebo osu useCky AC a pak uz jen
jednu ze zminénych kruznic. Dostanu tak
stfed kruznice opsané.

Po sestrojeni kruznice sestrojim bod B
lezici na polopfimce AC;.
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Postup: Komentar:
1. CC,;|CC,|=v,=5cm
2. &; ZCICX|=90° —a =30° - ostré uhly v pravouhlém trojuhelniku se

doplriuji  do 90°. NanaSeji se pomoci
polopfimky  tvofici jeho rameno zadané
pomocnym pracovnim bodem X; A nelze
pouZit, v tu chvili jesté neexistuje !

p; C,ep,pLCC,

A, Aeon CT(

A ACC,

0; 0 je osa AC

k; k(A,r)

B Bekn El

A ABC

©® N O A L

Konstrukce:

Pocet FfeSeni:

Dana uloha je nepolohova, vychazeji dvé tvarové odliSna feSeni, uloha ma tedy
dvé Feseni. (Sami provedte zkousku) ZK.\

Priklad 8:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a =8 cm, y = 60°, p = 2 cm, pficemz p je
polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC.

Reseni:
Zadana uloha je nepolohova. Provedu rozbor ulohy, v nacrtku vyznaéim
Cervené zadavajici prvky.
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Rozbor:

ZacCnu umisténim usecky BC. Stifed kruznice vepsané trojuhelniku je bod, ktery
lezi na osach vnitfnich Ghli, a proto je stejné vzdalen od vSech jeho stran.
Jmenovana vzdalenost je rovna poloméru p. Pouziji proto ekvidistantu pfimky
BC ve vzdalenosti p. Stfed kruznice vepsané lezi na ni a dale pak na ose uhlu
u vrcholu C. Sestrojim kruznici vepsanou a strany trojuhelnika pak budou
teCnami této kruznice vedenymi z krajnich bodu usecky BC.

Nacrtek: Postup:

CB;
p; p|CB,
LBCX|=0)=%7/

CB|=a=8cm
p.CB|=p=2cm

_—

. CX;

1.

2

3

4. S;Se pm&
5. k; k(S,p=2cm)
6

7

8

9

. W;ﬁjetec"naszek
. C?;C?jeteénazCkek
. A, AeBYCZ

. AABC

Body 6 a 7 se v postupu nerozepisuji. Konstrukce teény z bodu ke kruZznici
patfi k zakladnim konstrukcim, fesi se uzitim Thaletovy kruznice nad BS, resp.
CsS.

Konstrukce:
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Pocet feseni:
Uloha je nepolohova, pfi konstrukci vysly 2 shodné trojuhelniky, uloha ma tedy
jediné fedeni. Toto feSeni splhuje vdechny poZzadavky ze zadani.
ZK.A\

Uloha 7:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a =6 cm, v, = 2,5, r = 3,5 cm, pfiCemzZ r
je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC.

[(Reseni viz str. 34)

Uloha 8:
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: v¢ = 6 cm, a = 75° p = 2 cm, pfiemz p je
polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC.

[(Reseni viz str. 34)|

2.7 Reseni uloh

Reseni ulohy 1:[(ze strany 22)|

V rozboru doplnte trojuhelnik na rovnobéznik ve sméru umisténé téznice AS.
Tézisté doplnéného trojuhelnika oznacte T°. Sestrojte napf. trojuhelnik TT'B, ve
kterém zname vSechny tfi strany: [TT|=2t,, |BT|=2t,, [TB|=2t,. Bod C dopliite

stfedové soumérné s B podle S. Uloha je polohova, méa dvé feseni.

Reseni Glohy 2:|(ze strany 22)]
Nad umisténou useCkou AS sestrojte mnozinu bodl Mege, z nichz je vidét
useCku AS pod uhlem 60°. Hledany bod C lezi v pruniku této mnoziny a

kruznice k(S,Y2a = 4 cm). Bod B dopliite stfedové soumérné s C podle stfedu
S. Uloha je polohova, ma dvé feSeni.

Reseni ulohy 3:[(ze strany 22) |
Umistéte usecku AC, sestrojte polopfimku CX tak, aby |£ACX|=30°. Na

polopfimce CX sestrojte bod B v pruniku s kruznici, ktera ma stfed ve stfedu
useCky AC a polomér t,. Uloha je nepolohova, ma dvé tvarové odliSna feSeni.

Reseni tlohy 4:|(ze strany 30)|

Useéka CC4 je umisténa. Trojuhelnik CC4A je pravouhly, jeden z jeho ostrych
uhld ma velikost a, druhy je tedy 90°- a. Jeho sestrojenim ziskate bod A. Na
prodlouZeni strany AC, lezi bod S — stfed strany AB, pficemz |CS|=t.. Sje
tedy prusedikem piimky ACqa kruznice se stfedem v C a polomérem t.. Uloha
je polohova, ma celkem Ctyfi feSeni.

Reseni ulohy 5:|(ze strany 30)]

Sestrojte dvé rovnobézky p,q, na p vyznacte bod C. Kruznice se stfedem
v bodé C a polomérem t. protne pfimku q v bodé S — stfedu hledané strany
AB. Na CS urcCete tézisté T a sestrojte kruznici se stfedem v T a polomérem
rovnym dvéma tfetinam téznice t,. Tato kruznice na q vymezi bod A. Bod B
doplite stfedové soumérné s A podle S. Dostavate Ctyfi trojuhelniky, po dvou
shodna. Uloha je nepolohova, ma tedy dvé tvarové odlidna feseni.
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Reseni Glohy 6:[(ze strany 30)

ZacCnéte umisténim strany AB o délce c. Sestrojte ekvidistantu této pfimky ve
vzdalenosti vySky na stranu c¢. Bod C bude prusec¢ikem ekvidistanty s mnoZinou
bodu, z nichz vidime usecku AB pod uhlem y. Dostanete Ctyfi feSeni, ktera jsou
ovSem shodnymi trojuhelniky. Nepolohova uloha ma tak jediné feSeni. Pfi
konstrukci nezapomerite na to, Ze zadany uhel je tupy a kruhové oblouky, které
sestrojujete, jsou tudiz mensi nez pulkruznice.

Regeni ulohy 7:[(ze strany 33)|

Umistéte useCku BC. Patu B4 vySky na stranu b sestrojte pomoci Thaletovy
kruznice nad BC. Kruznici opsanou mUzete sestrojit, protoZe znate jeji polomér
a dva jeji body B a C. Na ni a na pfimce CB1 lezi bod A. Nepolohova uloha ma
jedno feSeni.

Reseni ulohy 8: (ze strany 33)|

Sestrojte uhel XAY o velikosti a. Stfed kruznice vepsané lezi na ose uhlu a na
rovnobézce s jeho ramenem (napf. AX) vzdalené od né&j o polomér p. Tuto
kruznici sestrojte. Nezapomente vyznacit body dotyku na obou ramenech. Bod
C lezi na ramenu AY a téz na rovnobézce s AX vzdalené od AX o vysSku ve.
Chybéjici stranu BC sestrojte jako teCnu vedenou z bodu C k vepsané kruZznici.
Nepolohova uloha ma jedno feSeni.

2.8 Rady na zavér

Mate za sebou osm podrobné komentovanych feSenych prikladl a stejny pocet
samostatné feSenych uloh. V uvedenych konstrukcich se objevila vétSina
dil¢ich konstrukci, které se vyskytuji pfi konstrukcich trojuhelniku nejcastéji.
Tim by vSak vaSe prace na tématu neméla skoncCit. Téma kapitoly 2 byste si
méli procviCit podle bézné dostupné literatury. Provadét uplna feseni uloh je
ovSem velice zdlouhavé. Neni ucelné, abyste pfi kazdé uloze psali detailni
postup az do zavérecné teCky Ci abyste u kazdého trojuhelniku vyrysovali
detailné vSechna feSeni. Je efektivn&jsi projit vice uloh, provést jejich dukladny
rozbor, zapsat klicové body postupu a konstrukci a jeji zapis provadét jen u
nékterych uloh.

Doporu¢im vam nyni ulohy vhodné k dalSimu samostudiu. Pfisludné tituly
naleznete v seznamu literatury na konci opory.

[1]: str. 108, Glohy 2.19 — 2.28
[2]: str. 77, Glohy 14 — 20

Pokud vas problematika konstrukce trojuhelnik(l zaujala, doporucuji vam
prirucku [3], kde naleznete nejobsahlejsi informace. Dozvite se v ni mj. to, Ze
ne vzdy lze trojuhelnik ze tfi zadanych prvku sestrojit za pouziti kruzitka a
pravitka (napf. je-li dano: a, b, p)a jak vSe souvisi s algebraickym feSenim
ulohy.

Tato opora obsahuje jen zakladni konstrukce, neni v ni prostor pro diskusi o
podminkach poctu feSeni v konstrukénich ulohach s parametry. Mate-li zajem o
tuto problematiku, doporucuji vam spoustu zajimavych uloh ve sbirce [4],
kapitoly 7.2 a 7. 3.
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3 Konstrukce étyruhelniku

V této kapitole se dozvite: jak se efektivné vyuZivaji jednotlivé zadavajici
prvKky Ctyfuhelnika, jak ke konstrukcim vyuZivat poznatky z pfedchozi latky — {j.
Z konstrukci trojuhelnika

V této kapitole se naudite: prakticky proveést rozbor ulohy; postupovat
efektivné pri ,objevovani“ feSeni, zapsat postup reseni a zjistit jejich pocet;
provést konstrukci a zkousku.

Klicova slova kapitoly: viz ndsledujici GEOMETRICKY SLOVNICEK

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: 2 hodiny teorie + 4 hodiny feseni

uloh a provedeni konstrukci

3.1 Ctyruhelnik — zékladni pojmy

V celé nasledujici kapitole budu uzivat standardni oznaceni prvka &tyfuhelnika
podle nasledujiciho obrazku a komentare:

N1/

Strany &tyfuhelnika a jejich velikosti: a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |AD|
Uhlopficky &tyfuhelnika a jejich velikosti: e = |ACI, f= |BD|

Priisedik Uhlopficek: bod E; uhel Ghlopficek je zadavan jako <« AEB; | < AEB| =&.

Poznamka 1:

fvewvivs

Jinak mlze byt obrazec oznacen libovolné. Dbejte pouze na jedinou zasadu:
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Je-li zadan napf. ¢tyfuhelnik KLMN, znamena to, Ze pofadi jeho vrcholu ¢tenych
v jednom sméru ,obihani“ je K,L,M,N (nikoli napfiklad K,M,L,N).

Poznamka 2:

Budeme se zabyvat pouze tzv. KONVEXNIMI CTYRUHELNIKY, t. &tyFahelniky,
které maiji vdechny vnitfni Uhly mensi nez 180°, tedy ostré nebo tupé. (Pojem
-konvexni mnohouhelnik® viz napf. [1], str. 42 a 47)

GEOMETRICKY SLOVNICEK - Ctyfthelniky

Pfipomerite si jeSté vymezeni nékterych zakladnich pojmu, tykajicich se
druhd ¢tyrahelnika

Ruznobéznik

Ctyfuhelnik, jehoz Zadné dvé strany nejsou rovnob&zné

N1/

Lichobéznik Ma jednu dvojici rovnob&znych stran nazyvanych zakladny,
zbyvajici dvé strany se nazyvaji ramena. Usecka spojujici
stfedy ramen se nazyva stfedni pficka a je rovnobézna
s jeho zakladnami. Jeho vyska je vzdalenost jeho zakladen.

Rovnoramenny | Jeho ramena jsou stejné dlouha, je osové soumérny

lichobéznik

Pravouhly Ma jedno ze svych ramen kolmé k zakladnam.

lichobéznik

Rovnobéznik

Ma protilehlé strany rovnobézné a shodné, jeho uhlopficky
se puli.

Pravouhly U vS8ech vrchold ma pravé uhly, je to tedy obdélnik nebo

rovnobéznik Ctverec.

Obdélnik Jeho uhlopfi¢ky se puli, Ize mu opsat kruznici. Ma dvé osy
soumeérnosti.

Ctverec Jeho uhlopficky se puli, jsou kolmé a Ize mu opsat i vepsat
kruznici. Ma Ctyfi osy soumérnosti.

Kosoctverec Ma vSechny strany stejné dlouhé, jeho uhlopfi¢ky jsou
kolmé, puli se a puli jeho vnitini Ghly. Lze mu vepsat
kruznici, jeji polomér je polovinou vysky kosoctverce. Ma dvé
0Ssy soumeérnosti.

Kosodélnik Rovnobéznik, jehoz Zadny vnitfni uhel neni pravy. Jeho
vysSky jsou vzdalenosti jeho rovnobéznych stran

Deltoid Ma kolmé uhlopficky majici riznou délku. Ma jednu oso
soumérnosti

Tétivovy Je takovy, kterému lze opsat kruznici. Jeho strany jsou tedy

¢tyrahelnik tétivami opsané kruznice. Jeji stfed lezi na osach stran.
Navic plati: soucet dvou protilehlych uhla je 180°.

Teénovy Je takovy, kterému Ize vepsat kruznici. Jeho strany jsou tedy

c¢tyrahelnik teCnami vepsané kruznice. Jeji stfed lezi na osach uhlu.
Navic plati: a+c = b+d

Dvojstredovy Je takovy, ktery je souCasné teCnovy i tétivovy. Stfedy

¢tyruhelnik

opsané a vepsané kruznice jsou obecné rizné.
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ObsahlejSi informace o Ctyfuhelnicich, pfip. dikazy nékterych uvedenych
vztahu muzete vyhledat v [1], str. 47 — 51.

3.2 Konstrukce ¢tyfuhelniki

Dil¢i ulohou pfi konstrukénich ulohach o ctyfuhelnicich velice Casto byva
sestrojeni nékterého z trojuhelnikd, na které je Ctyfuhelnik rozdélen svymi
uhlopfiCkami. S uspéchem tedy mlzete vyuzit poznatky z pfedchozi kapitoly.

Priklad 9:

Sestrojte lichobéznik ABCD, AB||CD, je-li dano: b =5 cm, v =4 cm,

e =6,5cm, f =6 cm, kde v je vysSka lichobéznika.

Reseni:

Zadana uloha je nepolohova. Provedu rozbor ulohy, v nacrtku vyznacim
Cervené zadavajici prvky:

Zacnu konstrukci trojuhelnika ABC, ktery umistim do pasu rovnobézek p,q,
jehoz Sitka je soucCasné vyskou trojuhelnika. Na p zvolim bod C a pomoci
kruznic se stfedem C sestrojim trojuhelnik ABC. Bod D na p vymezim kruznici
se stfedem v bodé B.

Doporucuji, abyste konstrukci provadéli na papir sami, a do této opory
nahlédli az kvuli kontrole spravnosti feSeni. Davejte pozor na to, abyste
vybrali lichobézniky, které jsou FeSenim této ulohy — a to jsou ty, u kterych je
pofadi vrcholu &tenych po obvodu ABCD — nikoli ABDC !

Postup konstrukce:

1. p,g; pla A |pgl=v=4cm 5. m; m(C,e=6,5cm)
2. C Cep 6. A Aemnq
3. k; k(C,b=5cm) 7. n;n(B, f =6cm)
4. B;Beknqg 8 D;Dennp

9.

lichoblgnzk ABCD
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Konstrukce:

12

Pocet feseni:

Podle uvedeného postupu sestrojim celkem ¢tyfi lichobézniky splfujici
podminky ze zadani. Ve vySe uvedené konstrukci jsou kvuli pfehlednosti
sestrojeny dva z nich, zbylé dva jsou s nimi osové soumérné podle osy
prochazejici bodem C kolmo k rovnobézkam p,q. Chybéjici lichobézniky jsou
ovdem shodné stémi, které jsou vykresleny. Uloha méa tedy celkem dvé
tvarové odlisna reseni.

Priklad 10:

Sestrojte lichobéznik ABCD, AB||CD, je-lidano:a=5cm,c=3cm,e =6 cm,
f=4cm.

Rozbor - naznak feseni:

Zadana uloha je nepolohova. Provedu rozbor ulohy, v nacrtku vyznacim
zadavajici prvky. Nasleduji nacrtek by vas mél pfivést k napadu jak si
s konstrukci poradit. Trik spocivajici v presunuti jedne uhlopricky lichobéznika
(AC — ED) si zapamatujte — u konstrukce lichobéznika, posléze i v pocetnich
ulohach o lichobézniku, se Casto vyskytuje! Pak jiz budete jisté schopni ulohu
doresit sami (Ize to vice zplUsoby). Pokud se vam to nepodafi, podivejte se do
fedeni|(je na str. 43)
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Nacrtek:

Priklad 11:
Sestrojte te€novy Ctyfuhelnik ABCD, je-lidano:a=6 cm, b =4 cm, p=2
cm, o =60° (pje polomér kruznice vepsané).

Rozbor:
Uloha je nepolohova, mohu si
zvolit ¢im zacCit. Nejlépe bude
vyjit od Uhlu a, na jehoz jedno
rameno umistim stranu a. O
stfedu S kruznice vepsané vim,
Ze lezi na ose uhlu a soucCasné
na rovnhobézce sAB ve
\ vzdalenosti pod AB. Pak uz
b mohu sestrojit vepsanou kruznici.
Strana b pak lezi na jeji teCné
vedené z bodu B. Tak ziskam
bod C a z néj opét vedu teCnu ke

B kruznici a v praseciku s ramenem
uhlu a sestrojim zbyvajici bod D.

Postup:

- pokuste se jej podle rozboru zapsat sami. Nezapomente pouzit pomocny
bod pro zapis konstrukce ramen uhlu o velikosti a. Jak se sestroji te€na
z bodu ke kruznici se do postupu nezapisuje, pouze do néj uvedete, ze se
tato teCna sestroji — patfi to totizZ mezi zakladni konstrukce (uzijete Thaletovu
kruznici nad BS, resp. nad CS). Zapis si mlzete zkontrolovat na nasledujici
strance.

ﬁ
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Postup:
1. AB;|AB|=a=6cm 7. t tjeteéna z B ke k
2. AX;|/BAX|=a = 60° 8. m; m(B,b=4cm)
3. p; p|AB A |p,AB|=p=2cm 9. C;Cemnt
4. o; o je osa uhlu BAX 10. n; njetecna z C ke k
5. S, Sepno 11. D; Denn AX
6. k; k(S, p=2cm) 12. Ctyfahelnik ABCD
Konstrukce:

% C
X

A+

|

A
Pocet resSeni:

DalSi ¢tyrfuhelnik by vznikl v opaéné poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB — byl by
ovSem shodny s timto vykreslenym. Protoze feSime nepolohovou ulohu, ma
jedno feSeni. (a nezapomernite......... ZKA)

B

Priklad 12:
Sestrojte dvojstiedovy ¢tyfuhelnik ABCD, je-li dano: a. = 60°, B = 80°,
p = 2,5 cm. (p je polomér kruznice vepsane).

Rozbor:

Uvédomte si souvislosti mezi prvky dvojstfedového c&tyfuhelnika, .
Ctyfuhelnika, kterému lze opsat i vepsat kruznici. Znate-li dva jeho sousedni
uhly, znate i zbyvaijici dva, protoze protilehlé uhly Ctyfuhelnika, kterému lze
opsat kruznici, se doplfiuji do 180°. Pro konstrukci lze vyuzit tedy napf. uhel
v =180°-a =120°.

Je mozné postupovat napfiklad takto: Sestrojim vepsanou kruznici k(O;p =2,5
cm) a sestrojim nékterou jeji teCnu t. Dale sestrojim pfimky p a q, které
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s pfimkou t sviraji po fadé uhly a a B. Ze stfedu O vedu k pfimkam p,q kolmice
a po nich posunu pfimky tak, az se dotknou vepsané kruznice. Takto vzniknou
body A a B.

PFi konstrukci bodu C pouziji informaci o velikosti uhlu y. Snadno dopoc¢itam, ze
odklon usecky OC od poloméru kolmého k pfimce q je 30°. A takto jej také
sestrojim. Zbyva bod D. Lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, ktera je zde
totozna s kruznici opsanou c¢tyfuhelniku ABCD. Bod D pak naleznu v praniku
této kruznice s ramenem uhlu a.

Nacrtek:

q
t
Postup
1. k; k(O, p=2,5cm) 8. T: Temnq
2.t tje lib. Teéna k 9. OX;|£TOX|= "=
3. p; |4pt|=a=60° 10. C; Ceq'n OX
4. g; |4qt|: p=80° 11. o, oje kruz. opsana A ABC
5. p’; p’//p, plje teCna k 12. n; njete¢naz C ke k
6. 9 q'/ g qjetecna k 13.D; Demnn
7. mmlgAaOem 14. ctyruhelnik ABCD

Konstrukci jisté podle nacrtku a postupu zvladnete sami. Doporucuji, abyste ji
nevynechavali, je v ni obsazena spousta poznatku o ¢tyfuhelniku, trojuhelniku,
obvodovych a stfedovych uhlech. Drzte se postupu a u kazdého kroku si
zdavodnuijte, podle které zakonitosti jej provadite. Podle potfeby se vratte ke
kapitole o obvodovych uhlech, resp. ke geometrickému slovnic¢ku v uvodu treti
kapitoly.
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Priklad 13:
Je dana use¢ka AB, |AB|= a = 5 cm. Sestrojte rovnobéznik ABCD,
vite-li, ze: e =7 cm, g = 135°. (¢ je velikost Uhlu ASB, kde S je prusecik
uhlopficek)

Nacrtek:

N\

Rozbor:

Stied S lezi v mnoziné bodu, z nichz vidime usec¢ku AB pod uhlem 135° a téz
leZi na kruznici se stfedem v bodé A a polomé&rem rovnym poloviné e. Zbytek
doplnim uzitim stfedové soumérnosti nebo vyuzitim rovnobéznosti stran.
Konstrukce je patrna z obrazku, uvadim proto pouze jeji postup.

Postup:

1. AB; |AB|=a=5cm 4. S; SeknMyss

2. Myas; Myzs = {X;|ZAXB|=£=135° 5. rovnobéznik ABCD
3. k k(A Lle)

Pocet feSeni:
Uloha je polohova, ma dveé feseni.

K procviCeni tématiky podkapitoly 3.1 vam prfedkladam k samostatné praci
nekolik uloh. Jejich feseni — tj. postupy konstrukci - naleznete v nasledujicim
kapitole ReSeni uloh. Vyuzijte vyhodné hypertextové odkazy.
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Uloha 9:
Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li dano: e = 8 cm, p = 1,5 cm.
(p je polomér kruzZnice vepsané).

[(Regeni viz str. 43)|

Uloha 10:
Sestrojte teCnovy Ctyfuhelnik ABCD, je-lidano:a=6 cm, b =3 cm,
c=4cm,a=60°

(Reseni viz str. 43)

Uloha 11:
Sestrojte lichobéznik ABCD, AB||CD, je-lidano:a=7 cm,b =5 cm,
d=4cm, a=60°

(Reseni viz str. 43)

Uloha 12:
Sestrojte obecny konvexni ¢tyfuhelnik ABCD, je-li dano: a=7,5 cm,
b=5cm,e=6cm,f=8cm, ¢=120°.

[(Regeni viz str. 44)|

3.3 Reseni uloh

Reseni prikladu 10 - dokonéeni: [(ze strany 38)]

Nejprve sestrojte trojuhelnik EBD ([EBI= 8 cm, |BD|= 4 cm, |ED|= 6 cm).
Pak na EB sestrojte bod A tak, aby |EA|= 3 cm. Bodem D vedte rovnobé&zku
s EB. Na ni lezi hledany bod C - bude prlsecikem této pfimky s kruznici se
sttedem v bodé A a polomérem e = 6 cm. VyznacCte vysledny lichobé&znik
ABCD. (pozor ! — ne ABDC !) Uloha je nepolohova, ma jediné feseni.

Regeni ulohy 9:{(ze strany 43)|

Umistéte usecku AC, [AC|= 8 cm a vyznadte jeji stfed S. Dale sestrojte
vepsanou kruznici k(S, p=1,5 cm). Body B a D jsou priseciky te¢en vedenych
ke kruznici k z bodu A a C. PFi konstrukci nezapomenite vyznacit dotykové body
na stranach kosoétverce. Uloha je nepolohova, ma jediné feseni.

Reseni tlohy 10:[(ze strany 43)]

Hledany ¢tyfuhelnik je teCnovy. V takovémto pripadé — zname-li tfi jeho strany,
zname i Ctvrtou! Plati: a+c = b+d, takZe ze zadani a této rovnosti plyne, ze d =
7 cm. Pak jiz je konstrukce velice snadna. Nejprve sestrojte trojuhelnik BAD a
pak nad stranou BD sestrojte trojtihelnik BCD. Uloha je nepolohova, ma jediné
reSeni.

Reseni tlohy 11:(ze strany 43)|

Podle zadani sestrojte trojuhelnik ABD. Pak bodem D vedte rovnobézku se
stranou AB, kterou protnéte kruznici se stfedem v bodé B a polomérem b=
5 cm. Dostanete tak bod C. Uloha je nepolohova, ma dvé tvarové odlisna
reSeni.
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Reseni tlohy 12:[(ze strany 43)

Podle zadani sestrojte trojuhelnik ABC. Prusecik uhlopfi¢ek (bod E) ma tu
vlastnost, Ze je z néj vidét useCku AB pod uhlem g = 120°. Sestrojte tedy
mnozinu bodd My nad AB. Tam, kde kruhové oblouky protnou usecku BD,
leZi bod E. Na polopfimce BD pak ve vzdalenosti f = 8 cm od bodu B lezZi bod
D. Uloha je nepolohova, ma jediné Feseni.

3.4 Rady na zavér

Budete- li mit zadanou konstruktivni ulohu o ¢tyfuhelniku, vzdy si nejdfive
dobfe uvédomte, jaké vlastnosti se skryvaji pod jeho pojmenovanim. Dale
zkoumejte, zda pfi vyznaceni zadavajicich prvkd v rozboru je ,uzavien“ — fj.
plné urCen - néktery z trojuhelnikud, na které Ize &tyfuhelnik rozdélit. Pokud ano,
zacnéte od tohoto trojuhelnika.
Vznikne-li vice feSeni, uvédomte si, Ze akceptovat muzete jen ta, kde poradi
vrcholt &tenych v uréitém sméru odpovida zadani. Pokud byste si to
neuvédomili, méla by nesrovnalosti odhalit zkouska.
Pro vaSe samostudium vam opét nabizim dalSi ulohy. Najdete je
v nasleduijicich titulech:

[1]: str. 109, ulohy 2.29 — 2.33

[2]: str. 78, ulohy 22 — 24.

4 Konstrukce kruznic

V této kapitole se dozvite: jak se hledaji a vyuZivaji mnoZiny stfedu kruznic
poZadovanych vlastnosti, jak se tyto mnoziny vyuZzivaji v konstruktivnich
ulohach o kruznicich.

V této kapitole se naucite: resit vybrané konstruktivni tlohy o kruznicich.

Klicova slova kapitoly: tétiva, te¢na, vnéjsi dotyk kruznic, vnitini dotyk
kruznic, mezikruzi, osa mezikruzi

Cas potfebny pro prostudovani kapitoly: 2 hodiny teorie + 4 hodiny Feseni
priklada

4.1 Kruznice — zakladni pojmy

Pojmy, které se vazou ke kruznicim, jsou vSeobecné znamé. Zaméfim se spise
na popis jejich vlastnosti a hledani souvislosti. K tomuto ucelu nejlépe poslouzi
série obrazku s kratkymi komentafri: A

Tétiva kruznice:
- je usecka spojujici dva body
leZici na kruznici
- osa tétivy prochazi stredem kruznice A

34
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Teéna kruznice:
- je pfimka obsahujici jediny bod kruznice,
vSechny ostatni jeji body jsou vnéjSi \
- je kolma k poloméru v bodu dotyku

Vnéjsi dotyk kruznic: Vnitrni dotyk kruznic:
plati: [S1S2|=R +r plati: [$4S2/=R -r

- bod dotyku lezi na spojnici stfedu
- kruznice maji v tomto bodé spole€nou
teCnu

/t

Mezikruzi, osa mezikruzi:
Sifka mezikruzi je ri-r;
polomér osy mezikruzi:

R
2

r

- o0sa mezikruzi je mnozinou stfedd
kruznic, které maji s kruznici k4
vnitini dotyk a s kruznici kp vnéjsi
dotyk

- k, Uk, lze povazovat za ekvidistantu kruznice o — tj. za mnozinu bodu
majicich od o jistou konstantni vzdalenost (zde ri—r3).
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4.2 Mnoziny stredu kruznic danych vilastnosti

K feSeni konstruktivnich uloh o kruznicich potfebujete obdobné jako pfi jinych
konstrukcich zakladni stavebni kaminky. V tomto pfipadé to budou pravé
mnoziny stfedd kruznic splfujicich ur€itou vlastnost. Seznamite se s nimi
formou jednoduchych pfikladd.

Doporucuji nasledujici postup: precCtéte si zadani, pak se sami pokuste o
nacrtek feSeni, vznikly utvar pojmenujte. Pak se teprve podivejte dale.
Odpovédi nasleduji bezprostfedné po uloze.

? 1. Co je mnozinou stfedl vSech kruznic prochazejicich danym bodem S a
majicich polomér 2 cm?
(Kruznice se stfedem S a polomérem 2 cm.)

? 2. Co je mnozinou stfedll vSech kruznic, které maji polomér 2 cm a dotykaji
se dané pfimky p?
(Dvojice rovnobézek s danou pfimkou ve vzdalenosti 2 cm od p)

? 3. Co je mnozinou stfedd vSech kruznic, které se dotykaji dvojice
rovnobézek? (osa pasu)
? 4. Co je mnozinou stfedd vSech kruznic, které se dotykaji dvojice
riznobézek? (dvojice os uhli — jsou vzajemné kolmé)

? 5. Co je mnozinou stfedu vSech kruznic, které prochazeji dvéma danymi
riznymi body A, B ? (osa usecky AB)
S dalSimi - slozitéjSimi mnozZinami vas seznamim formou feSenych
priklada:
Priklad 13:

Je dana kruznice k(S, r). Co je mnozinou stfedl vSech kruznic, které se
dotykaji dané kruznice a maji
polomérp <r?

Rozbor a naértek:

Je to dvojice soustfednych kruznic,
které maji stfed S, mensSi ma
polomér r - p, VétSi ma polomér
r + p. Neékolik kruznic, jejichz
stfedy jsou feSenim, je sestrojeno
Cervené.
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Konstrukci si vyzkous$ejte pro konkrétni hodnoty — napf. pro danou kruznici k(S,
5 cm) a sestrojte mnozinu stfedl kruznic dotykajicich se kruznice k a majicich
polomér 2 cm.

Konstrukci si dale vyzkouSejte pro k(S, 5 cm) , ale hledejte stfedy dotykajicich
se kruznic, které maji polomér 3 cm. K nalezeni polomérd mnoziny stfedl
hledanych kruznic s vnitinim dotykem sestrojte nejprve jednu z nich (m4) a
urCete jeji stfed. Ostatni stfedy jiz budou leZet na soustfedné kruznici. Totéz
provedte pro kruznice s vnéjSim dotykem (napf. my) se zadanou kruznici.
VesSkeré postupy, zejména vztahy pro velikosti polomér, zlstavaji zachovany.
Ridit se miZete napf. nasledujicim naértkem:

Priklad 14:
Je dana kruznice k(S, r). Co je mnozinou stfedld vSech kruznic, které se
dotykaji dané kruznice a maji polomérp > r?

Rozbor a nacrtek:

Hledané kruznice jsou nyni vétSi nez zadana kruznice k, budou ji tedy
obsahovat uvniti (jako m4) nebo se ji dotykat zevné (jako mg). Poloha jejich
stfedl vymezi polomér hledané soustfedné kruznice. ReSenim jsou tedy body
mnoziny k, uk,. Ovéfte si, ze poloméry vyslednych kruznic jsou: u ky...p—r,
uka...p+r.
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Konstrukce:
Konstrukci provedte sami, zvolte napfiklad r=2 cm, p =3 cm.

Priklad 15:
Jsou dany dvé soustfedné kruznice s poloméry ri =3 cm, r, = 5 cm. Sestrojte
mnozinu stfedl vSech kruznic, které se dotykaji obou kruznic mezikruzi.

Rozbor a nacrtek:

Zadany jsou kruznice ni a na.
Cervené jsou sestrojené priklady
kruznic, jejichz stfedy hledam.
Poloha jejich stfedl uréi poloméry
vyslednych kruznic, tj. kruznic ky a
ka.

Konstrukce uz pak neni naro¢na. Je
ji ale trfeba bezpeCné ovladat,
protoze se pouziva k feSeni mnoha
konstruktivnich uloh o kruznicich.

4.3 Konstrukce kruznic

V konstruktivnich ulohach o kruznicich se hledaji vesmés kruznice splnujici
pozadavky typu: prochazet danym bodem (B), dotykat se dané primky (p),
dotykat se dané kruznice (k). Riznymi vybéry trojice té&chto pozadavku
vznikne celkem 10 tzv. Apolléniovych uloh. Napf. zkratka ppk znamena pokyn
hledat kruznici, ktera se dotyka dvou danych pfimek a jedné dané kruznice.
V ramci stfedoskolské planimetrie se budeme zabyvat jen nékterymi z nich.
Zajemci mohou podrobnosti a odkazy k témto uloham nalézt napfiklad v [1] na
str. 113.

Priklad 16:
Jsou dany kruznice ki(S1, 5 cm), ka(S2, 1 cm), |S4S2/= 2 cm. Sestrojte
vSechny kruznice, které se dotykaji danych kruznic a maji polomér 3cm.

Rozbor a nacértek:

Nacrtek je v pfipadé kruznic lepSi necrtat od ruky, ale pfece jen pouzit
kruzitko. Jsou-li v uloze konkrétni rozméry, je lepSi je pouzit i v nacrtku,
alespon proporcionalné, protoze poskytnou vizualni informaci o vzajemné
poloze zadanych kruznic. Vyslednou kruznici pak umistite do nacrtku jen od
ruky, ale budete mit o ni lepSi pfedstavu. Pak mate vSe pfipraveno k uvaze o
tom, kde lezi stfed hledané kruznice. Je to bod — takZe jej hledame opét jako
prusecik dvou €ar. DalSim atributem, ktery musime urcit, je polomér. Ten je
roven vétSinou vzdalenosti mezi sestrojenym stfedem a dotykovym bodem
na zadaném objektu.




Reseni planimetrickych konstruk&nich uloh strana 49

Reseni Ize ,poskladat® z mnozZin stfed(l kruznic. Zamé&fim se na kazdou kruznici
ze zadani zvlast. Mnozina stfedl kruznic, které se dotykaji ky a maji polomér 3
cm, je vyznacena zelené a sklada se z kruznice m4(S1, 8 cm) - pro vnéjSi dotyk
a z kruznice mz(S2, 2 cm) - pro vnitini dotyk, znacim ji m, um,. Mnozina stfedud
kruznic, které se dotykaji ko a maji polomér 3 cm, je vyznaCena modfe a je
tvofena jedinou kruznici n(S2, 4 cm).

Stfedy hledanych kruznic jsou body pruniku téchto dvou mnozin. (Muzete se
orientovat podle barev — hledejte prinik mezi zelenou a modrou.) Takovy bod je
v této uloze jediny — bod S. Dotykové body hledané kruZnice lezi na spojnici
stredd SS1, SS;. Uloha ma jediné feSeni (vyznadené &ervend). Konstrukce
v podstaté kopiruje nacrtek — provedte si ji sami.

Priklad 17:

Jsou dany soustfedné kruznice ki(S; 4 cm), kz(S; 2 cm) a pfimka p, jejiz
vzdalenost od stfedu kruznic je d = 3 cm. Sestrojte vSechny kruznice, které se
soucasné dotykaji obou kruznic i dané pfimky.

Rozbor a nacrtek:

Nejprve budu hledat mnozinu stfedd kruznic, které se dotykaji ki a kz. Tuto
mnozinu tvofi dvé kruznice — jedna je mnozinou stfedl kruznic dotykajicich se
mensi kruznice z vnéjSku (m4), druha je pro vnitfni dotyk (m2). VétsSi zadané
kruznice se hledané feSené mUlze dotykat jen zevnitf. Pokud si praktické
provedeni této Casti konstrukce potfebujete pfipomenout, vratte se  k pfikladu
¢. 15.




Reseni planimetrickych konstruk&nich uloh strana 50

M21

Ma2

Nyni znam poloméry kruznic. Pfipojim dalSi podminku: hledané kruznice se
maiji dotykat dané pfimky p. Mnozinou stfedl kruznic je ekvidistanta pfimky p,
tj. dvojice rovnobézek s pfimkou p vzdalenych od ni o velikost poloméru
ziskaného v prvni €asti konstrukce. Ekvidistanty jsou dvoji velikosti — podle
poloméru pfislusejicich vnitfnimu (m21 U my2), resp. vnéjSimu dotyku (m14L my2)
s mensi ze zadanych kruznic. Pfimka my; nedava zadné feSeni, v nacrtku neni
zakreslena.

Stfedy hledanych kruznic jsou v pruniku uvedenych mnozin bodl. Jsou to:
m, ~(m,, "m,,) pro vn&j§i dotyk — vzniknou stfedy dvou mensich &ervené
sestrojenych kruznic; dale m, n(m,, Anm,,) pro vnitini dotyk — vzniknou stfedy

dvou vétSich &ervené sestrojenych kruznic. Uloha ma tedy 4 fe$eni. Konstrukci
nyni jisté snadno provedete sami.

Priklad 18:

Jsou dany soustfedné kruznice k4(S; 5 cm), kz(S; 2 cm) a bod M takovy, ze
|SM| = 4 cm. Sestrojte v8echny kruznice, které se soucasné dotykaji obou
kruznic a prochazeji danym bodem.

Rozbor a nacrtek:

Podle pfikladu 15 sestrojime kruznice n4, n2 — mnoziny stfedd kruznic
dotykajicich se danych kruznic k4, ka. PriseCiky osy mezikruzi nz s kruznici ma,
ktera ma stfed v bodé M a polomér rovny Sifce mezikruzi, jsou pravé stredy
dvou hledanych menSich kruznic — jsou sestrojeny Cervené. Vétsi hledané
kruznice maji své stfedy jednak na kruznici nq a jednak na kruznici m4, ktera
ma stfed v bodé M a polomér rovny Sifce mezikruzi vymezeného kruznicemi n4
a k.
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ml“

Postup konstrukce:
1. nq, I’I1(S,' 1,5 Cm)
2. Ny, nz(S,' 3,5 Cm)
3. my, m1(M; 3,5 cm)
4. my my(M; 1,5 cm)

S1; Stem, nn,
01, 01(81,' 3,5 Cm)li’ESENI'
Sz, Szem, Nn,
02; 02(S2; 1,5 cm) ...RESENI

© NSO O

Konstrukci jisté bez problému zvladnete sami.
Uloha ma celkem 4 feSeni. VSechna spliuji pozadavky ze zadani ulohy.

K procviCeni tématiky podkapitoly 4.3 vam predkladam k samostatné praci
nékolik uloh. Jejich feSeni naleznete v nasledujicim kapitole.

Uloha 13:
Je dana kruznice k(S; 2,5 cm) a jeji teCna t. Sestrojte vSechny kruznice, které
se dotykaji jak kruznice k, tak pfimky t a maji pfitom polomér 1,5 cm.

(Reseni viz str. 52)|

Uloha 14:
Jsou dany kruznice: ki(S1; 2 cm), ka(S2; 4 cm), |S1S2| = 7 cm. Sestrojte
v8echny kruznice, které maji polomér 1,5 cm a dotykaji se danych dvou
kruznic.

(Reseni viz str. 52)

Uloha 15:
Jsou dany kruznice: ki(S1; 2 cm), ka(S2; 4 cm), |S1S2| = 2 cm. Sestrojte
v8echny kruznice, které maji polomér 1,5 cm a dotykaji se danych dvou
kruznic.

(ReSeni viz str. 52))

&
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Uloha 16:
Jsou dany soustfedné kruznice ki(S; 4 cm), ka(S; 2 cm) a pfimka p, jejiz
vzdalenost od stfedu kruznic je d = 1 cm. Sestrojte vSechny kruZnice, které se
soucCasné dotykaji obou kruznic i dané pfimky.

Reseni viz str. 52)

Uloha 17:
Jsou dany soustfedné kruznice ki(S; 4 cm), kz(S; 2 cm) a pfimka p, jejiz
vzdalenost od stfedu kruznic je d = 2 cm. Sestrojte vSechny kruznice, které se
soucasné dotykaji obou kruznic i dané pfimky.

[Reeni viz str. 52)

Uloha 18:
Je dana kruznice k(S; 5 cm) a bod M, |SM| = 4 cm.. Sestrojte vSechny
kruznice, které se dotykaji kruznice k, prochazeji bodem M a maiji pfitom
polomér 2 cm.

(Reseni viz str. 53)

4.4 Reseni tloh

Reseni Glohy 13:

Stfedy hledanych kruznic lezi jednak na ekvidistanté teCny sestrojené ve
vzdalenosti 1,5 cm, jednak na ekvidistanté kruznice k, kterou tvofi dvojice
kruznic se stfedem S a poloméry: 25+ 1,5=4cm a 2,5 - 1,5 =1 cm. Uloha
ma Ctyfi feSeni, tfi z nich maji s k vnéjsi dotyk, jedna vnitfni dotyk.

Reseni Glohy 14:

Poloméry zadanych kruznic je tfeba zvétsit o polomér hledané kruznice — tj. o
1,5 cm. Stfedy hledanych kruznic pak lezi v praniku m4(S4; 3,5 cm) a
my(S2; 5,5 cm). Uloha ma dvé feSeni. Nezapomeiite na konstrukci bodd dotyku
— lezi na spojnici stfedu.

Reseni ulohy 15:

Zadani této ulohy je témér stejné jako v uloze 14. Ale pozor — kruznice maji
vnitini dotyk. Poloméry obou kruznic musime tedy zvétsit i zmensit o polomér
hledané kruznice, tj. o 1,5 cm. Hledame tedy vlastné priseciky ekvidistant
kruznic ks a kz, neboli dvou dvojic soustfednych kruznic (m, um,)n(n, un,),
kde m+(S1; 3,5 cm), my(Sq; 0,5 cm), n4(Sz; 2,5 cm), ny(S2; 5,5 cm) Takové
pruseCiky lze nalézt Ctyfi, uloha ma tedy Ctyfi feSeni. TFi z nich maji pfitom
vnitini dotyk s vétsi kruznici kz, ¢tvrtd ma s ni vnéjSi dotyk. Nezapomernte na
konstrukci bodl dotyku — lezi na spoijnici stiedU.

Reseni ulohy 16:

Tuto ulohu muizete FeSit podle postupu feSeni z pfikladu 17 (str. 49). Jen
v tomto pfipadé nebude existovat feSeni, které by s mensi kruznici mélo vnitini
dotyk. Hledate tedy prinik osy mezikruzi s ekvidistantou pfimky sestrojenou ve
vzdalenosti rovné poloviné $itky mezikruzi. Uloha ma &tyfi feSeni.

Reseni ulohy 17:

Tuto ulohu muzete feSit podle postupu feSeni z pfikladu 17 (str. 49). Nejprve
vyhledate prinik osy mezikruzi s ekvidistantou pfimky sestrojenou ve
vzdalenosti rovné poloviné Sifky mezikruzi — tento pfipad dava tfi feSeni se
shodnymi poloméry. Dale je jeSté feSenim kruznice, ktera ma vnitini dotyk
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s menSi i s vétsi kruznici. Dotykovy bod je pfitom totozny s dotykovym bodem
mensi kruznice a dané pfimky. Pokud toto dalSi (Ctvrté) FeSeni ,uvidite,
nemusite je hledat pomoci bodovych mnozin. Pokud ne, najdete je aplikovanim
postupu z fe$eného prikladu 17. Uloha ma tedy &tyfi feseni.

Regeni ulohy 18:[ze strany 52

Bod M lezi uvnitf dané kruznice, proto je tfeba polomér této kruznice zmenSit o
2 cm, tj. o polomér hledané kruznice. Tak dostaneme jednu mnozinu stfedu
hledanych kruznic. Druhou mnozinou bude kruznice se stfedem M a
polomérem 2 cm. Nezapomernite nejprve sestrojit dotykové body a pak teprve
vysledné kruznice — konstrukce bude pfesngjsi. Uloha ma dvé Feseni.

4.5 Rady na zavér

V dlohach o kruznicich byly v rdznych kombinacich vyuzity mnoZiny stred(
kruznic danych vlastnosti, zejména ekvidistanty pfimky a kruznice. Ulohy
feSené na stejném principu Ize vyhledat napfiklad v nasledujicich odkazech:

[1]: str. 114, Glohy 2.37 — 2.45
[2]: str. 76, dlohy 7 — 13.

Nékteré dalSi Apolldniovy ulohy vyzaduji uziti shodnych a podobnych
zobrazeni. Muzete je vyhledat v [1]: str. 142, 143, 176,177.
Zopakuji jesté nékolik dobfe minénych rad pro vasi samostatnou praci:

- rozbor u uloh o kruznicich je dobré provadét na nacrtku, jehoz podklad (tj.
zadani) je vyhotoven s uzitim kruzitka. Nacrtek hledaného feSeni pak uz muaze
byt ,od ruky®. Takovyto nacrtek vas snaze dovede k nalezeni pouzitelnych
bodovych mnozin obsahujicich stfedy hledanych kruznic.

- nezapomerite, ze kruznice mohou mit dvoji dotyk. Zapomenete-li na to, maze
vam uniknout ¢ast feSeni.

- ma-li se kruznice dotykat pfimky, muze jeji stfed obecné lezet v obou
polorovinach — zde by vam opét mohlo uniknout fFeSeni.

- nezapominejte na konstrukci vSech bodl dotyku, které pfi feSeni vznikaiji.
Pokud je peclivée vyznaCite a teprve pak sestrojite kruznici, bude vase
konstrukce daleko presnéjsi.

- ulohy o kruznicich jsou naro¢né na pFesnost, proto nezapominejte na
prubéznou ,udrzbu“ vasSeho kruzitka. Tuha by méla byt ostfe zpilovana
smirkovym papirem k vnéjsi strané, nejvyssi bod by mél byt cca o 1 mm delSi
nez bodec kruzitka.

Pfeji vam hodné uspéchu pfi studiu.

RNDr. Eva Davidova,
autorka opory
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