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Uvod:

Tato studijni opora distanéniho vzdélavani navazuje na mou pfedchozi praci
»,Reseni planimetrickych konstrukénich uloh“. Chcete-li s usp&chem
prostudovat i toto jeji pokracovani, je nutné si nejprve ozivit zakladni nazvy,
pojmy i vlastnosti objektd popsané podrobné v prvnim dile. Pro zaCatek postaci
si zopakovat zakladni védomosti o trojuhelnicich, ¢tyfuhelnicich a kruznicich,
objektech, které nam i nyni poslouzi k aplikaci novych geometrickych poznatku
a dovednosti. Pokud se vam v pribéhu studia nové latky stane, Zze pod
nékterym pojmem nebudete mit dostateCné presnou predstavu, postaci si jej
vyhledat v prvnim dile prace.

V tomto materialu si nejprve prohloubite vase intuitivni chapani shodnosti
a podobnosti rovinnych utvard a pak se seznamite s nékterymi
geometrickymi zobrazenimi v roviné. Za¢neme zakladnimi typy shodnych
a podobnych zobrazeni, pozname jejich vlastnosti a nauime se je aktivné
pouzivat k zobrazeni daného rovinného utvaru. StéZzejni dovednosti, ve kterou
ma pak naSe spoleCna snaha vyustit, je uziti jmenovanych zobrazeni
k reSeni konstrukénich uloh, a to zejména uloh o trojuhelnicich,
Ctyfuhelnicich a kruznicich. Dlraz budeme klast na rozpoznani vhodnosti uziti
konkrétniho typu shodného nebo podobného zobrazeni k feSeni pfedlozené
konstrukéni ulohy a nasledné k jejimu uspéSnému vyieSeni v€etné detailniho
provedeni samotné konstrukce.

Mozaiku konstrukénich metod uzavieme konstrukcemi reSenymi na zakladé
vypoctu. Naucite se sestrojovat useCky, jejichz délkami jsou racionalni
i iracionalni Cisla, a usecCky, jejichz délky jsou odvozené z velikosti jinych
usecCek a uhll algebraickymi vztahy.

Konstrukce, které jsou zde pouzity, jsou tzv. eukleidovské konstrukce — t;.
takové, k nimz postaci pouze pravitko a kruzitko.

Kapitoly 2, 3 a 4 obsahuji kromé feSenych pfikladi i ualohy slouzici
k samostatnému procviceni latky. Upozoriuji zejména na kapitolu 2.8
s nazvem Souhrnné ulohy na uziti shodnych zobrazeni a kapitolu 3.2 Uziti
stejnolehlosti k reSeni konstrukénich uloh. Pouzila jsem vesmés systém
nejprve napovédy s CasteCnym feSenim a pak teprve uplného FeSeni
s komentarem. Cestu tam i zpét provazeji tam, kde jsou napovéda a feSeni na
vice stranach, hypertextové odkazy umisténé vramecCku. K procvieni
a prohloubeni ucdiva slouzi odkazy na pouzitou literaturu.

Pfeji vam hodné uspéchu pfi zvladnuti narocného udiva.
autorka
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Po prostudovani opory budete znat:

e jaké jsou vlastnosti vzajemné shodnych, resp. vzajemné podobnych
rovinnych atvaru.

e zakladni shodna zobrazeni v roviné — osovou soumérnost, stfedovou
soumeérnost, otaceni a posunuti — jejich vlastnosti a uziti.

e zakladni podobné zobrazeni v roviné — stejnolehlost — jeji vlastnosti
a uziti.

e principy, podle nichz lIze shodnosti konstruktivné vyuZzit k sestrojeni
rovinnych objektu.

e principy, podle nichz Ize stejnolehlost konstruktivné vyuzit k sestrojeni
rovinnych objektU.

e Pythagorovu vétu, Euklidovy véty, Ctvrtou geometrickou umérnou —
jejich principy a oblasti uziti, zejména uziti ke konstrukci usecky délky

dané algebraickym vyrazem.

Po prostudovani opory budete schopni:

e rozpoznat vzajemné shodné, resp. vzajemné podobné rovinné utvary.

e dany rovinny utvar zobrazit v libovolném zakladnim shodném zobrazeni
a ve stejnolehlosti.

e uzit shodna zobrazeni ke konstrukci rovinnych utvard s pozadovanymi
vlastnostmi.

e uzit stejnolehlost ke konstrukci rovinnych utvard s pozadovanymi
vlastnostmi.

e provest zkousSku spravnosti FeSeni konstruktivni ulohy.

e sestrojit useCku vyjadfenou algebraickym vyrazem, uzit Kk feSeni

Pythagorovu vétu, Euklidovy véty a ¢tvrtou geometrickou umérnou.
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1 Shodnost a podobnost rovinnych utvaru

V této kapitole se dozvite: jaké viastnosti maji vzajemné shodné, resp.
vzajemné podobné rovinné utvary, co je to koeficient podobnosti.

V této kapitole se naudite: jak zjistit, zda dané utvary jsou shodné (pfimo Ci
nepfimo); jak zjistit, zda dané utvary jsou podobné, jaky je jejich koeficient
podobnosti

Klicova slova kapitoly: shodné dtvary, podobné utvary; Pythagorova véta,
Euklidova véta o odvésné, Euklidova véta o vysce

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: 7 hod. teorie + 2 hod. nastudovani
a provedeni konstrukci

1.1 Shodné rovinné utvary

Shodné rovinné utvary pozna intuitivné kazdy z nas. Mame tendenci uvadét, ze
takové utvary jsou ,stejné®, jen jinak umisténé. Tato intuice v podstaté odpovida
i planimetrické definici:

Dva geometrické rovinné utvary pokladame za shodné, pokud Ize jeden na
druhy premistit tak, ze se kryji.

Pfi tomto pfemistovani mohou ovSem nastat dva pfipady. Jeden utvar na druhy
muUzeme premistit tak, Ze zminény pohyb probiha v roving, ve které tyto utvary
lezi (viz nasledujici obrazek).

Druhou moznosti je, ze utvar musime nejprve ,vyzdvihnout® z roviny, pak
preklopit a vratit do roviny zpét. Dlsledkem je opacné poradi vrcholl ¢tenych
v dohodnutém sméru (viz nasledujici obrazek).
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V prvnim pfipadé hovofime o tzv. pfimé shodnosti, ve druhém pfipadé o tzv.
nepfimé shodnosti.

1.2 Shodnost trojuhelniku

Shodnost trojuhelnikd v planimetrickych  udlohach nezjistujeme jejich
premistovanim, ale pouzivame tzv. véty o shodnosti trojuhelnikd. Jsou to
vlastné kritéria, podle kterych pozname, kdy dva trojuhelniky jsou shodné.

Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduiji-li se:

1) ve tfech stranach (véta sss),
2) ve dvou stranach a uhlu jimi sevieném (véta sus),

3) v jedné strané a uhlech k ni pfilehlych (véta usu),
4) ve dvou stranach a uhlu proti vétSi z nich (véta Ssu).

Pozn.: K danym vétam plati i obracena tvrzeni.

Upozornéni:

Pro vysSetfeni shodnosti mizeme pouzit kterékoli z téchto Ctyr kritérii. Pozor dejte
pfi aplikaci Ctvrtého kritéria. Kdyby byl zadan uhel proti mensi strané, trojuhelniky
by nemusely byt shodné. Zadejme napfiklad A ABC: c =6, b =4,5 f=45° (uhel
£ lezi proti menSi strané b < ¢ !) . Sledujte, co se stane pfi konstrukci tohoto

trojuhelniku:
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Tato ukazka nazorné dokumentuje, Ze se dva trojuhelniky (A4ABC41a AABC )
mohou shodovat ve dvou stranach a uhlu, shodné ovéem nejsou, protoze dany
uhel lezi proti mensi ze stran.

1.3 Podobné rovinné uatvary

| u studia podobnosti rovinnych uatvari budeme vychazet z vasi geometrické
intuice. Klasickym pfikladem podobnosti je fotografie a jeji zvétSenina.
Kazdému je zfejmé, Ze na fotografiich vidi utvary ,,stejného tvaru“, ale odliSné
velikosti. Za timto poznatkem se skryva fakt, Ze podobné uatvary maji
konstantni pomér odpovidajicich si usecek, a ze odpovidajici si uhly maji
stejné velikosti. Cislo, které udava, kolikrat jsou strany nového Utvaru vétsi,
resp. menSi nez strany plvodniho utvaru, se nazyva koeficient podobnosti.
Je-li toto Cislo vétsSi nez 1, jedna se o zvétSeni plvodniho utvaru, je-li mensi
nez 1, jedna se o zmenseni puvodniho Utvaru.

Na obrazku jsou dva podobné utvary, podobnost zapisujeme znakem ,,~“, zde
konkrétné ABCDE ~ A'B'C'D’E". Strany utvaru A'B'C'D E" jsou dvakrat vetsi
nez strany utvaru ABCDE. Za koeficient podobnosti tedy mizeme povazovat
¢islo 2. Odpovéd, Ze koeficient podobnosti je 1 , je rovnéz spravnd, jen nyni
vychazime z utvaru AAB'C'DE".

Upozornéni:

Koeficientem podobnosti dvou pétithelniki z obrazku je sice Ccislo 2, ale
kdybychom se zajimali o pomér obsahl téchto obrazcu, zjistili bychom, ze
obsah vétSiho z nich je Ctyfikrat vétSi nez obsah mensiho z nich.

Obecné plati:

Jsou-li dva rovinné utvary podobné a maji-li koeficient podobnosti k, je
pomér jejich obsahu roven k2.

DalSimi trefnymi pfiklady uziti podobnosti v béZném Zivoté jsou turistické
mapy a plany meést. Dalezitym udajem u nich je méritko — tj. Cislo, které
uzivatele informuje, kolikrat vétSi jsou skute¢né vzdalenosti oproti tém
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naméfenym v mapé (napf. 1 : 25 000 znamena, ze 1 cm v mapé odpovida
25 000 cm, tj. 250 m ve skutecnosti).

1.4 Podobnost trojuhelniku

Ve smyslu toho, co bylo uvedeno v pfedchozi kapitole, jsou dva trojuhelniky
AABC a AA'B'C’ podobné, existuje-li kladné Cislo k (koeficient podobnosti)
takoveé, Ze plati:

AB| |BC| |[C4
4B |BC| e

Z definice je zfejmé, ze za koeficient podobnosti zminénych dvou trojuhelniku
Ize pokladat téz Cislo %

K ovéfeni podobnosti trojuhelnikd pouzivame kromeé této definice téz tzv. véty
o podobnosti trojuhelnikd.

Dva trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se:
1) ve dvou uhlech (véta uu),
2) v poméru délek dvou stran a uhlu jimi sevieném (véta sus pro
podobnost),
3) vpoméru délek dvou stran a uhlu proti vétSi z nich (véta Ssu pro
podobnost).

Pozn.: K danym vétam plati i obracena tvrzeni.

Podobnost trojuhelnikd patfi k principim, které jsou v planimetrii Casto uzivany
ke konstrukcim, dikazdm apod. Nastudujte si nyni spolu se mnou nékolik
zakladnich uloh zalozZzenych na uziti podobnosti trojuhelnikd. Jejich znalost je
naprosto nezbytna pro vase dalSi studium tohoto tématu.

Pi. 1: Konstrukce bodu déliciho danou usecku v daném poméru
Je dana useCka AB. Sestrojte na ni bod, ktery ji déli v poméru 2:5, pficemz
kratSi usek je blize k bodu A.

Rozbor:

Je zfejmé, Ze pro nalezeni bodu X musime Usecku rozdélit na 7 shodnych dild.
K tomu pouZiji konstrukci, kterou zfejmé znate ze zakladni Skoly a ktera je
zalozena na principu podobnosti trojuhelnikl. Postupujeme tak, Ze krajnim
bodem (napf. A) vedeme polopfimku pod libovolnym ostrym uhlem (tzv.
redukénim uhlem), naneseme na ni 7 libovolnych shodnych usecek a koncovy
bod pak spojime s bodem B. Body 1, 2, ...6 vedeme rovnobézky s useckou 7B.
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VSechny takto vzniklé trojuhelniky jsou vzajemné podobné podle véty sus pro
podobnost. Nas bude zajimat A A2X, protoze bod X je feSenim nasi ulohy.

Konstrukce:

Poznamka: Bude-li vasim ukolem rozdéleni usecky napf. na 4 dily, budete
pochopitelné postupovat jednoduSeji — useCku kruzitkem rozdélite na
polovinu a jeji polovinu opét na polovinu. Postup uvedeny vySe je vhodné
aplikovat pfi déleni Uusecky na lichy pocet dilu.

Na podobnosti je rovnéz zalozena velice dulezitd konstrukce tzv. ctvrté
geometrické umérné. Jedna se vlastné o konstrukci useCky neznamé délky x,
ktera je dana vztahem

a.b

X=—
C )

kde a, b, ¢ jsou délky znamych usecek.

a.b

PF. 2: Sestrojte usecku délky x, pro kterou plati: *=——

Uvedeny vztah Ize pfepsat jako rovnost pomérl velikosti usecek, napf.:

x b

a C

Na ramena libovolné zvoleného redukéniho uhlu od jeho vrcholu naneseme
useCky b a ¢ a spojime koncové body, Cimz vznikne trojuhelnik. Na totéz
rameno, na které jsme umistili délku ¢, naneseme i délku usecky a. Koncovym
bodem této useCky vedeme rovnobéZzku se spojnici koncovych bodu, ktera
na druhém ramenu vymezi hledanou délku x. Sami zkontrolujte spravnost
konstrukce. (ZapiSte si pomér velikosti stran ve dvou podobnych trojuhelnicich,
které vidite na nasledujicim obrazku).



Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 13
Konstrukce:

Dan:

b

Pr. 3: Na Ciselné ose dané pocatkem a jednotkovym bodem sestrojte

A o
: |

obraz racionalniho ¢gisla X =

Reseni je patrné z nasleduijici konstrukce, ktera patfi k zakladnim konstrukcim,
a proto byste ji méli bézné ovladat.

1.5 Pravouhly trojuhelnik — Pythagorova véta, Euklidovy
véty

Specifické vlastnosti pravouhlého trojuhelniku si zaslouzi zvlastni pozornost,
protoZze maji obrovské vyuziti v oblasti geometrickych vypoctd i konstrukci.
Nejprve si zopakujme ty, které byste uz méli znat:
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1)

Kruznice opsana pravouhlému trojuhelniku je vlastné Thaletovou kruznici
nad useCkou AB — pfeponou trojuhelniku ABC. Jeji polomér je proto roven
poloviné velikosti pfepony.

2) Pythagorova véta doklada vztah mezi odvésnami a pfeponou pravouhlého
trojuhelniku:

Obsah c&tverce sestrojeného nad pfeponou pravouhlého trojuhelniku je roven
souctu obsahu &tvercl sestrojenych nad jeho odvésnami.

Si C

So
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Plati tedy: S = S + S;, neboli: ¢ = a’ + b2

Poznamka:

Uvédomte si dulezity dusledek Pythagorovy véty: Kdykoli znate dvé ze tfi
stran pravouhlého trojuhelniku, jste schopni chybéjici stranu: 1) spocitat,
2) sestrojit.

3) Euklidovy véty o odvésné a o vysce se tykaji vztah( v pravouhlém
trojuhelniku. V trojuhelniku ABC, kde C je vrchol pravého uhlu, oznaCme
v vySku na preponu, P patu vysky, ¢, usek na pfeponé pfilehly k odvésné a
a c¢p usek na preponé prfilehly k odvésné b. Vyska v rozdéluje dany trojuhelnik
na dva trojuhelniky, které jsou oba podobné s plvodnim trojuhelnikem ABC.
Ovérte sami, ze plati:

AABC ~ AACP ~ ACBP

Z podobnosti trojuhelnikid muzeme pomoci pomért odpovidajicich si stran
zapsat nasledujici vztahy:

V.o C, 2
. C_ - 7 = V =C,- G| tzy. Euklidova véta o vysce,
b
¢ 2
—~—=—=a"=c,.c
a C
. C, b 5 tzv. Euklidovy véty o odvésné.
—=—=b"=c,.c
C
Poznamka:

Euklidovy véty se tykaji velikosti usecek, tj. kladnych realnych Cisel. Pouzivaji
se mimo jiné ke konstrukci obrazl iracionalnich Cisel nebo iracionalnich
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nasobkl danych usecek. V takovychto pfipadech se uziva jejich zapis pomoci
odmocnin:

Na Pythagorovu vétu a Euklidovy véty se budeme odkazovat v kapitole
o konstrukcich na zakladé vypoctu.

Pomoci Euklidovych vét mizeme sestrojit tzv. stredni geometrickou tmérnou
dvou usecek a, b. Rozumi se tim usecka x, pro jejiz délku plati:

X = .a.b

Poznamka:
V algebfe veli€inu x nazyvame geometrickym primeérem veli€in a a b.

K sestrojeni pouzijeme napfiklad Euklidovu vétu o vySce. Sestrojime pravouhly
trojuhelnik, ve kterém useky pfilehlé k odvésnam maiji délky a a b. VyznacCime
v ném vysSku na pfeponu, jeji délka je hledané x.

a

Jsou dany UseCky: -+ +
L
Konstrukce:
Q
k
X
+ b
A S P B

Postup konstrukce:

Na zvolenou pfimku umistime za sebe useCky AP = a, PB = b, nalezneme
stfed S useCky AB, opiSeme Thaletovu kruznici k, v bodé P vztyCime kolmici
k AB, jeji prusecik s kruznici k oznaCime Q. Hledana usecka je x = PQ.
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2 Shodna zobrazeni v roviné

V této kapitole se dozvite: co je to shodné zobrazeni, jaké jsou zakladni typy
shodnych zobrazeni, které body a utvary jsou v nich samodruzné, jak se daji
shodna zobrazeni pouZzit ke konstrukcim trojuhelnik( a ctyfuhelnika.

V této kapitole se naudite: zobrazit rovinny utvar v daném shodném
zobrazeni, vyuzit shodné zobrazeni v konstruktivnich ulohach.

Klicova slova kapitoly: shodné zobrazeni; samodruzny bod zobrazeni,
utvar bodové samodruzny, utvar samodruziny jako celek; osova
soumérnost; stredova soumérnost; posunuti; otaceni; identita.

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: 4 hodiny teorie + 10 hodin fe$eni
uloh a provedeni konstrukci

2.1 Shodné zobrazeni

Shodné zobrazeni (nebo také shodnost) vroviné je takové zobrazeni,
které kazdému bodu X roviny pfifadi bod X" této roviny takovym zplsobem,
Ze kazda usecka se zobrazi na usecku s ni shodnou — tj. majici stejnou
velikost. Zobrazovany utvar se nazyva vzor, vysledny utvar se nazyva
obraz. O rovinném utvaru, ktery se v daném zobrazeni zobrazi sam na
sebe, fikame, Ze je samodruzny jako celek, pokud se zobrazi na sebe
navic kazdy jeho bod, fikame, Ze je bodové samodruzny.

Shodnost muze byt pfima nebo nepfima podle toho, zda obrazy utvaru jsou
pfimo nebo nepfimo shodné se svymi vzory (viz kapitola 1.1). Nejsnazsi
pomuckou, jak rozpoznat pfimou a nepfimou shodnost, je zjistit, zda poradi
odpovidajicich si vrcholl utvaru &tené u vzoru i obrazu napf. ve sméru pohybu
hodinovych rucicek, je stejné (pfima shodnost), nebo opacné (nepfima
shodnost). Shodna zobrazeni Ize skladat — tj. na obraz prvniho zobrazeni
aplikovat dalSi zobrazeni, ziskany obraz pouZit jako vzor pro dalSi zobrazeni
atd. Hovofime o tzv. skladani zobrazeni. Vysledkem skladani shodnych
zobrazeni musi byt opét shodné zobrazeni.

Néktera zakladni shodna zobrazeni znate uz z pfedchozi vyuky planimetrie.
Tyto vase znalosti ted spoleéné prohloubime a rozSifime. K zakladnim typim
shodnych zobrazeni fadime osovou soumérnost, stredovou soumeérnost,
posunuti a otoCeni. Kazdému z téchto zobrazeni se budeme vénovat zvlast,
v zavéru je pak vSechna budeme pouzivat k feSeni konstrukCnich uloh.
Nesmime zapomenout zminit jesté tzv. identitu, tj. shodné zobrazeni, které
kazdy bod roviny zobrazi sam na sebe.

Ke kazdému shodnému zobrazeni existuje tzv. inverzni zobrazeni, které je
definovano tak, ze pfifazuje-li plvodni zobrazeni Z bodu X bod X', pfifazuje
k nému prisludné inverzni zobrazeni (znaéi se Z') bodu X ptvodni bod X.
Zfejmé plati, Zze slozenim plvodniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho
je identita.
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2.2 Osova soumérnost

Osova soumérnost s osou o, tzv. osou soumérnosti, je shodné zobrazeni,
které kazdému bodu X ¢ o pfifadi bod X~ tak, Ze useCka XX je kolma na osu

0 a jeji stfed lezi na ose 0. Kazdy bod Y €o se zobrazi sam na sebe, Y=Y".
Symbolicky zapis: |0(0) 1 X = X~

Zobrazeni primky v osové soumérnosti:

Ptimka p=o, p // 0, se v osové soumérnosti s osou o zobrazi do ptimky p“/ p
lezici v opacné poloroviné vuci o a ve stejné vzdalenosti od o jako p. Pfimka

q / o se zobrazi do pfimky q’, ktera svira s osou o stejny uhel jako pfimka q.
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Samodruzné utvary:

Evidentné je osa soumérnosti i kazda jeji ¢ast mnozinou samodruznych bodu.
Utvary, které jsou samodruzné jako celek a nejsou bodové samodruzné,
jsou vSechny takové, které maji pfimku o za svou osu soumeérnosti. Napfiklad:

Vv,

Ukazeme si ted nejCastéjSi pripady konstrukéniho vyuziti osové soumérnosti.

Pr. o1: Na kule€niku (viz obrazek) dopravte kouli z mista A do mista B
odrazem o mantinel m. (Ulohu feSime ve schematickém zjednodusSeni: koule
= bod.)

Zadani:

m

Pfi odrazu o mantinel musi platit, Ze uhel dopadu se rovna uhlu odrazu.
Zakreslim do obrazku uhly, které musi mit v dusledku tohoto pravidla stejnou
velikost a hned bude zfejmé, Ze ulohu Ize FeSit uZitim osové soumérnosti.
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Princip feseni: Ulohu fe$ime pomoci osové soumérnosti s osou m.

Postup konstrukce:

Zobrazime bod B: O(m): B—B’". Drahu kule¢nikové koule vlastné timto
postupem napfimime do Useéky AB". Use¢ka AB protne mantinel m v bodé P.
Use¢ky PB a PB’ si odpovidaji v osové soumérnosti s osou m. Bod P je tedy
hledanym mistem odrazu, ve kterém se musi odrazit kuleCnikova koule, aby
smérovala do pozice B.

Poznamka:

Uvedena uloha patfi mezi tzv. mantinelové ulohy. Lze ji rznym zpusobem
modifikovat — muzete si dat za ukol dopravit kouli do pozice odraze o jiny
mantinel, pfipadné o dva pfedem dané sousedni mantinely, o dva protilehlé
mantinely, o tfi mantinely.... VyzkouSejte! S nékterou z téchto uloh se jesté
setkate v souhrnnych ulohach k opakovani zarazenych v zavérecné Casti této
kapitoly.

K dalsim typum uloh, pfi jejichz FeSeni se vyuziva osova soumérnost, jsou
ulohy o nejkratSi spojnici danych bodu, ktera ma tvar lomené &ary spliujici
urcité vlastnosti.

Pf. 02: Uvnitf ostrého uhlu riaznobézek a, b je dan bod C. Sestrojte

trojuhelnik ABC, takovy, aby A &a, B&b a aby obvod trojuhelniku ABC byl
minimalni.

Rozbor:

Dana uloha je polohova, utvary a, b, C jsou dany. Nacrtneme si ji, jako by byla
vyfeSena a budeme hledat souvislosti. NejkratSi vzdalenost dvou bodu v roviné
je usecka, budeme se proto snazit obvod trojuhelniku rozvinout do usecky. To
se nam podafi, uzijeme-li osové soumérnosti s osami a a b a zobrazime-li
v nich bod C. V kazdém jiném pfipadé bude obvod trojuhelniku shodny
s lomenou Carou, ktera je delSi nez usecka C,Cp.
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Princip feseni: O(a): C - C,;; O(b): C— Cy

-
v Iy
PFi kazdé volbé bodu A‘a B” zaznamenavame, ze délka lomené cary, ktera je
rovha obvodu trojuhelniku A'B°C, je vétsi, nez délka useCky C,Cp, ktera je

rovna obvodu trojuhelniku ABC.

Postup konstrukce:

)C,; Ola): C—>C,, 4) 4, AeC,C,Na,
2) C,;0(): C—>C,, 5) B; Be C,C, N b,
3) C,C,, 6) AABC.
Konstrukce:
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S dalSim Castym uzitim osové soumérnosti se setkavame pfi konstrukcich
trojuhelnikl a ¢tyfuhelnikd, kdy je dan soucet, pfipadné rozdil dvou stran nebo
jinych vyznanych prvkd. Jeden takovy pfiklad si zde ukazeme, ostatni
ponechame do souhrnného cviceni.

PF. 03: Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: at+b+c, S, v,
Dana uloha je nepolohova, do nacrtku vyznaCime zadané prvky a provedeme
rozbor.

G C

Ulohy, ve kterych figuruje soudet stran, si zakreslete tak, aby dany soucet byl
rozvinuty do usecky. Uvédomte si, Zze strany AC a BC jsou otoenim kolem
vrcholt A a B vlastné odklopeny do sméru strany AB = c¢. Konstrukci zahajime
tedy zfejmé umisténim usecky C;C, ktera ma délku a+b+c . Nezname ovSem
polohu bodu A a B na této usecce. Vime o nich ale, Ze jsou to hlavni vrcholy
rovhoramennych trojuhelnikd. Tento fakt mizeme vyuzit, az budeme znat
polohu bodu C.

Zname velikost vySky na stranu c, takze sestrojime rovnobézku p s C;C; ve
vzdalenosti v. .

roven souctu dvou vnitfnich ahld u zbyvajicich vrchold C a C,. Jelikoz tyto dva
uhly jsou shodné, je velikost kazdého z nich rovna 2 B. Vedeme tedy z bodu
C. polopfimku svirajici s useCkou C;C2 uhel "2 B, ktera protne pfimku p v bodé
C. Zbyva sestrojit vrcholy A a B. Zminéné rovnoramenné trojuhelniky C/AC
a C,BC jsou rovnoramenné, a tudiz osové soumérné. Pfimky os a 02
sestrojené jako osy soumérnosti usecek C;C a CC; protnou useCku C;C; po
fadé v bodech A a B. Zbyva doplnit AABC.

Postup konstrukce:

1) C1C2;|C1C2| =a+b+c, 5) 0,,0,; 0,jeosaCC,, o,jeosaCC,,
2) pi |p.C,Cyl=v,, 6) 4, B, Aco,nC,C,, Beo,C,C,,
3) C,X; |4C1C2X|:§ : 7) AABC.

4) C; CeC,XNp,
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Konstrukce (pro atb+c = 9; f =60°; v.= 3):

W F:

3| T

e ~,

C A B 2

Pfi uvedeném zadani ma uloha jediné feseni

DalSi ulohy, které se FeSi uZitim principu osové soumérnosti, vas Cekaji
v kapitole ,Souhrnné ulohy feSené uzitim shodnych zobrazeni*.

2.3 Stredova soumérnost

Stfredova soumérnost se stredem S, tzv. sttedem soumérnosti, je shodné
zobrazeni, které kazdému bodu X # S pfifadi bod X tak, ze bod S je stfedem
useCky XX, bod S je v tomto zobrazeni samodruzny (S = S”).

Symbolicky zapis: SS): X > X

Zobrazeni primky ve stfedové soumérnosti:

Pfimka p prochazejici sttedem soumérnosti S je jako celek samodruzna. Kazda
jina pfimka q neprochazejici S se zobrazi do rovnobézné pfimky q” // q.
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Utvary samodruzné ve stredové soumérnosti: Bodové samodruzny je pouze
samotny stfed soumérnosti. Utvary samodruzné jako celek jsou vechny
takové, které jsou stredové soumérné podle daného stfedu S. Jsou to mimo
jiné pfimky prochazejici sttedem S, kruznice se stfedem v bodé S, pravidelné
n-uhelniky se sudym poctem vrcholi stfedové soumérné podle S (tj.
Ctverec, pravidelny Sestiuhelnik, osmiuhelnik...), z nepravidelnych utvart napf.
rovnobéznik se sttedem S a jiné.

Ukazeme si nyni nékolik typu uloh, kjejichz feSeni se uziva stfedova
soumeérnost.

Pr. s1: Je dan bod S lezici uvnitf daného trojuhelniku ABC. Sestrojte
takovou jeho pri¢ku, ktera je bodem S ptilena.

Rozbor:
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Uvédomte si, ze krajni body hledané usecky lezi na hranici daného trojuhelniku
a odpovidaji si ve stfedové soumérnosti se stfedem S.

Tedy: §(S): X — Y
Nezname jejich polohu, ale zname objekt, na kterém lezi vzor i obraz.
Zobrazime tedy ve stfedové soumérnosti se stfredem S trojuhelnik ABC a kde
se protnou hranice vzoru ABC a obrazu A'B'C”, budou lezet hledané krajni
body pficky.

Konstrukce:

Diskuse:
Podle polohy bodu S v trojuhelniku mize uloha mit 1, 2 nebo 3 feseni.
(Nacrtnéte !)

Pr. s2: Je dan bod S lezici uvnitf ostrého uhlu KVM. Sestrojte ctverec
ABCD takovy, ze S je jeho stfredem, bod A lezi na polopfimce VK a bod C
na poloprfimce VM.

Rozbor:

V pfipadé, jako je tento, je velice dulezité si pofidit realny nacrtek situace.
Vzpomente si na rady z prvniho dilu — ulohu je tfeba si na¢rtnout tak, jako
by uz byla vyfesena. Crtat &tverec danych vlastnosti do ostrého dhlu je
obtizné, nemusi se vam to podafit — proto je tfeba ,,zacit od konce*.

Nejprve nacrtnéte Ctverec se stfedem S, pak dokreslete ostry uhel KVM, aby
byly spinény vSechny pozadavky ulohy. Pak si dobfe ujasnéte, co je dano (je to
pouze uhel KVM a bod S!) a pfemyslejte, jak od zadani prejit k bodum, které
jsou soucasti Fedeni. Klicové zfejmé& budou body A a C. Ctverec je stfedové
soumeérny utvar a jeho protilehlé vrcholy si odpovidaji ve stfedové soumérnosti
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se stfredem S. A my zname objekty, na kterych maji tyto vrcholy lezet — jsou to
ramena uhlu, polopfimky VK a VM. Staci tedy jednu z nich — napf. VK zobrazit
ve stfedové soumérnosti se stfedem S a jeji obraz V'K” musi nutné v priseciku
s VM dat bod C. Ovéfte si tuto uvahu na nasledujicim nacrtku.

Podafilo se? Porovnejte svlij nacrtek s nasledujicim obrazkem:
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Principem feSeni je tedy stfedova soumérnost se stfedem S. V této fazi reseni
uz zname bod C. Bod A ziskame jako obraz bodu C v téze stfedove
soumé&rnosti. Usecka AC je Uhlopfickou hledaného &tverce — stadi doplnit
chybéjici vrcholy, napf. pomoci kruznice opsané a kolmice k AC prochazejici
S.

Zapiste sami postup konstrukce a konstrukci dokoncCete. Pro zadani zvolte
polohu uhlu KVM a bodu S podle prvniho nacrtku.

Pr. s3: Jsou dany ctyri kruznice k, l, m, n a bod S. Sestrojte rovhobéznik
ABCD takovy, ze bod A lezi na k, B lezi na /, C lezi na m a D lezi na n.

Nacrtek:
Pfi pofizovani nacrtku zaCnéte opét ,od konce®. Nacrtnéte si rovnobéznik,
vyznacte jeho stfed S a do vrcholl umistéte postupné kruznice k, I, m, n.

Je zfejmé, ze body A a C, resp. B a D si odpovidaji ve stfedové soumérnosti se
stfedem S. Postaci tedy v této stfredové soumérnosti zobrazit kruznici k a urcit
priseCik tohoto obrazu s m - vznikne tak bod C. Zpétnym stfedovym
zobrazenim bodu C ziskame bod A. Stejné postupujeme i s kruznicemi n a I.
Obdobné v praniku obrazu n a kruznice | ziskdme bod B, zpétné z né&j bod D.

Pokazdé muzeme ziskat 0, 1 nebo 2 priseciky kruznic, uloha tedy muze mit 0,
1, 2 nebo 4 FeSeni. Prostudujte pozorné nasledujici konstrukci i jeji zapis.
Zapisujeme jen postup konstrukce jednoho feSeni. Vyrysovana jsou vSechna.
Zadani pro konstrukci je zvoleno graficky.
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Postup konstrukce:

D) K:SS):k—>k, 5) 4; S(S):C — 4,

2) C, Cemnk’, 6) D; S(S): B— D,
) n:S(S):n—>n, 7) rovnobéznik ABCD.
4) B, Belnn,

Konstrukci si sami vyrysujte, je to velice uzite€né pro pochopeni
problematiky uziti shodnych zobrazeni. V pfipadé dil€iho neuspéchu
porovnejte svlj rys s vySe uvedenou konstrukci. Zadani zvolte obdobné
jako v prvnim nacrtku — jen bez bodla A, B, C, D ! Ty mate za ukol teprve
sestrojit !

Dalsi ulohy, které se feSi uzitim principu stfedové soumérnosti, vas Cekaji
v kapitole ,Souhrnné ulohy feSené uzitim shodnych zobrazeni*.

2.4 Posunuti

Posunuti, neboli translace, je shodné zobrazeni, které je dano orientovanou
useckou AB a ve kterém se bod X zobrazi na bod X tak, aby orientovana
useCka XX'méla stejnou velikost i stejny smér jako orientovana usecka AB.

Symbolicky zapis: T(E) X > X
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Poznamka:

U orientované usecky se na rozdil od ,obyCejné“ usecky rozliSuje pocatecni bod
a koncovy bod. V posunuti je pocCate¢ni bod vzorem a koncovy bod jeho
obrazem.

Zobrazeni primky v posunuti:

Pfimka p rovnobézna s AB je jako celek samodruzna, kazda jina pfimka se
zobrazi do pfimky rovnobézné:

Plati:

T(A4B): p—>p’; p=p T(AB)iq—>q'; q/ q

Utvary samodruzné v posunuti jsou pouze pfimky rovnob&zné se smérem
posunuti, pfipadné rovinné pasy toho sméru.

Ukazeme si nyni nékolik uloh, kde se jako princip feSeni uplatni posunuti.

Pr. t1: Je dana usecka AB a trojuhelnik KLM. Na hranici trojuhelniku
stanovte takové body X, Y, ze usecka XY je rovnobézna a stejné dlouha
jako usecka AB.

Rozbor:

Musite si uvédomit, ze podle zadani je hledany bod Y obrazem hledaného bodu
X v posunuti daném orientovanou Useckou AB. Zadny ztéchto bodl neni
k dispozici, ale zname objekt, na kterém vzor X i obraz Y lezi — je to hranice
trojuhelniku KLM. Posuneme tedy cely trojuhelnik.

T(AB): AKLM — AK'L'M’
V pruniku hranic obrazu K'L'M" a KLM nalezneme bod Y. Bod X mizeme
nalézt pomoci inverzniho posunuti T': Y- X aplikovaného vektorem v.
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"K::

Poznamka ke konstrukci:

Doporucuji vam, abyste si konstrukci provedli vlastnorucné sami. Podle
uvedeného rozborového obrazku si zvolte polohu trojuhelnika KLM a usecky
AB. Napf. bod M posouvame ve sméru orientované usecky AB tak, Ze bodem
M vedeme rovnobéZku m s useCkou AB a od bodu M na ni kruzitkem
naneseme délku AB. Ze dvou pruseciku rovnobézky a kruznice oznacime jako
M~ ten, pro ktery plati, Ze orientované use¢ky AB a MM  maji stejnou

orientaci:T(A_B) M > M

k(M r=aE

/B

A

Stejny postup aplikujte na zbylé vrcholy trojuhelniku.
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Pr.t2: Je dana usecka AB, |AB| = 6 cm. Sestrojte lichobéznik ABCD

(AB// CD), ve kterém: |CD| =2 cm, |AD| =4cm a |BC| =5 cm.
Rozbor:

D 2 C=
+— K
\\
\\
\\
AN
\\
\\
4 NS
\\
AN
\\
AN
\\
c“‘ \\\
2 ‘ 4 \\
A ‘ B

V posunuti, daném orientovanou useckou DC, pfechazi strana AD do usecky
A'D’, kde ovSem D= C. Vznika trojuhelnik A'BC, ve kterém zname vSechny ffi
strany, a muzeme jej tedy sestrojit. Pak pfipojime rovnobéznik AA'CD
a ziskame tak zbyvajici vrcholy lichobézniku. Konstrukce je tedy jednoducha,
uvedu zde pouze jeji postup:

Postup konstrukce:

1) 4B; |4B| =6,

2) A; AcAB,|A4|=2,

3) A4BC;|AC|=4, |BC|=5,
4) rovnobéznik AACD,

5) lichobéznikABCD.

Pr. t3: Je dana usecka KL, kruznice k a trojuhelnik ABC, pficemz kruznice
a trojuhelnik nemaji zadné spole¢né body. Sestrojte ¢tverec XYZV tak, aby
jeho strana XY byla rovnobézna s useckou KL a méla stejnou velikost
jako KL a aby pritom bod X lezel na kruznici ka bod Y na hranici
trojuhelniku ABC.

Poznamka k nacrtku:

NezZ se pustite do nacrtku, uvédomte si, Ze je obtizné nejprve zakreslit dané
objekty a pak se tam snazit ,zapasovat® ctverec, aby mél pozadované
vlastnosti a jako &tverec opravdu vypadal. SchidnéjSi je zacit kresbou
Ctverce a pak podle zadani dokreslit zadané objekty — tj. kruznici, trojuhelnik
a useCku AB. VSe se snazte Crtat od ruky, nevahejte si barevné odlisit to, co
je dano, od toho, co ma teprve vzniknout. Nad takto provedenym nacrtkem

teprve zacnéte uvazovat, jak od zadanych prvkl dojit k tomu, co hledame.
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Nacrtek:

Rozbor:

Je zfejmé, Ze hledané body X a Y jsou ve vztahu vzor — obraz v posunuti
daném orientovanou usecCkou KL, ale kazdy lezi na jiném objektu. Posuneme-li

jeden objekt (kruznici k) vektorem v = KL, dostaneme v praseciku obrazu
kruznice k”a hranice trojuhelniku hledany bod Y. Bod X pak ziskame inverznim
posunutim.

Nyni jiz mame dva vrcholy hledaného Ctverce, staCi doplnit body Va Z, coz je
mozné dvéma zplsoby vzhledem k poloroviné vymezené useCkou XY.
Doporucuji, abyste si konstrukci sami detailné provedli a pfitom se zamysleli
nad vzajemnou polohou zadanych objektd - jak souvisi s poétem reSeni
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dané ulohy. Kruznice k™ a hranice trojuhelniku ABC mohou mit bud 0, 1, 2,..
nebo az 6 prisecik( Y. (Nacrtnéte!) Kazdou useCku XY lze dale doplnit na
Ctverec dvéma zpusoby.

PFi vasi volbé zadani pro konstrukci si uvédomte, Ze jsou zadany pouze
nasledujici objekty: useCka KL, kruznice k a trojuhelnik ABC. Body X a Y
teprve hledame.

DalSi ulohy, které se feSi uzitim posunuti, vas €ekaji v kapitole ,Souhrnné ulohy
feSené uzitim shodnych zobrazeni®.

2.5 Otaceni

Otaceni, neboli rotace, je shodné zobrazeni, které je dano stredem otaceni
S a orientovanym uhlem otaceni ¢. Bod X zobrazi na bod X" tak, ze body X
a X lezi na kruznici k(S, r = SX) — tzv. kruznici otaceni bodu X, pfiemz
orientovany uhel XSX'ma velikost o.

Symbolicky zapis: | R(S, @) 1 X = X

Zobrazeni bodu a usecky v rotaci R(S,0):

V obrazku je pouzita rotace se stfredem S a orientovanym uhlem ¢ = — 60°.
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Postup konstrukce obrazu X':

Nejprve sestrojime polopfimku prochazejici bodem S, ktera s pruvodi¢em bodu
X — useCkou SX — svira uhel ¢ =-60° (zaporny smér otaceni !). Tuto
polopfimku protneme kruznici ky, ktera ma stfed S a polomér SX. V pruseciku
polopfimky a kruznice je hledany bod X". Obdobné postupujeme u bodu Y".

Zobrazeni pfimky v rotaci R(S,¢):

a) Pfimku, ktera neprochazi bodem S mlizeme pochopitelné zobrazit tak, ze
otoCime jeji dva libovolné body. Efektivnéjsi je ovSem zpusob, kdy pfimku pfi
rotaci uchopime za jediny bod — za patu kolmice P spusténé ze stfedu rotace S
na tuto pfimku. Oto€ime pak pouze tento jeji privodi€ SP do polohy SP" a

obraz pfimky doplnime jako kolmici k oto€enému pravodici.

b) Pro pfimku, ktera prochazi bodem S, staci provést otoceni jediného dalSiho
bodu. Obraz pfimky musi opét prochazet S.

Zapisujeme:

R(S,p):p—>p

Specialni pripady rotace:
1) Rotace o uhel =(2k+1).180°, kKEN je stfedova soumérnost. (Nacrtnéte!)

2) Rotace o uhel +k.360°, keN je identické zobrazeni (kazdy utvar je
samodruzny).

Utvary samodruzné v rotaci (vyjma vySe uvedenych specifickych pfipadd)
jsou kruznice, jejichz stfedem je stfed otaceni S, kruhy a mezikruzi se stejnou
vlastnosti, dale napfiklad pravidelné mnohouhelniky stfedové soumérné podle
S, pokud uhel rotace je pfirozenym nasobkem stfedového uhlu jejich hrany
apod.

UkazZeme si nyni nékolik uloh, kde se jako princip feSeni uplatni rotace.
Pf. r1: Jsou dany rtiznobézky p a g a uvnitr jejich ahlu bod S (ne ovS§em

na ose uhlu). Sestrojte vSechny ¢tverce ABCD takové, ze bod S je jejich
stfredem a bod A pritom lezi na prfimce p a bod B lezi na pfimce q.
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Poznamka k nadrtku:

NeZ se spole¢né pustime do nacrtku, uvédomte si, Ze opét nastala situace,
kdy mate sestrojit ¢tverec do zadanych objektl, coz byva nékdy obtizné.
Zacnu proto kresbou Ctverce ABCD a pak podle zadani dokreslim zadané
objekty — tj. pfimky p a g a bod S. Nad nacrtkem budeme uvazovat, jak od
zadanych objektl prejit ke hledanym. DoporuCuji pouzit pfi nacrtku barevné
odliSeni.

Nacrtek a rozbor:

PovsSimnéte si, ze vrcholy hledaného Ctverce, body A a B, lezi na Ctvrtkruznici
se stfedem v bodé S. Prechazeji tedy jeden na druhy v rotaci se stfedem S

a uhlem + 90°. Nezname zatim jejich polohu, ale vime, na kterych objektech
lezi. OtoCime-li pfimku p kolem S o 90°, protne nam jeji obraz p” pfimku q

v bodé B, protoze plati:
R(S,90°): 4> B
R(S,90°): p—> p

A ztoho uz pfimo vyplyva postup konstrukce. Jen dodejme, Ze A dostaneme
z B inverzni rotaci a useCku doplnime na pozadovany Ctverec se stfedem S.

Postup konstrukce:
1) p’; R(S,90°): p—p,
2) B,Bep Ny,
3) A4; R(S,-90°):B — A,
4) ctverec ABCD.
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Konstrukce:
\
p \\ D C
\
\\
\
\\
\\ S
\ a
\F\/ - P
\\ \ —
A \\ ~ 7}/
\\ —— = B
\\
\
N\
\\
\
/ - \

DalSi feSeni ma uloha v poloroviné opac¢né vzhledem k pfimce AB.

Pr. r2: Jsou dany dvé protinajici se kruznice ka I s rGznymi polomeéry.
Jeden jejich spoleény bod oznaéme A. Sestrojte vSechny rovnoramenné

trojuhelniky ABC s hlavnim vrcholem A, | xAl = 120° tak, aby vrchol B lezel
na kruznici k a vrchol C lezel na kruznici l.

Nacrtek a rozbor:

Je ziejmé, ze body B a C lezi na kruznici se stfedem v bodé A a polomérem r =
AB = AC, pficemz velikost uhlu BAC je 120°. Tuto skuteCnost mizeme
interpretovat tak, ze bod B piejde do bodu C pfi otoCeni v rotaci se stfedem A
a Uhlem +120°. Nemame Kk dispozici ani bod B ani bod C, mame ovSem
kruznice, na kterych maiji lezet. Zobrazime-li v rotaci R(A,+120°) danou kruznici



Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 37

k, zobrazi se do takové kruznice, ktera protne druhou kruznici — kruznici I —
v hledaném bodé C. Bod B pak mlUzeme ziskat inverzni rotaci.

DalSi feSeni ulohy ziskame uzitim rotace R(A, -120°). Pozorné prostudujte
nasledujici konstrukci a obé feSeni si sami vyrysuijte.

Postup konstrukce:

1) k', R(4,-120°): k —> Kk Dal$i FeSeni dostaneme uzitim inverzni

N C:-Celnk rotace, ktera prevadi kruznici kna k™"
) €:Celn R(A4,+120°): k — kK~

3) B'; R(4,+120°): C'— B’

4) AAB C’

Pr. r3: Do daného rovnobézniku vepiste Etverec tak, aby jeho vrcholy
lezely kazdy na jiné strané rovnobézniku.
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Rozbor:

A X B

Znacrtku je patrné, ze v hledaném Cctverci XYZV prejde napf. vrchol X
do vrcholu Y v oto€eni o 90° kolem spoleCného stfedu rovnobézniku
a hledaného Cctverce. VSechny vrcholy musi pfitom lezet na hranici
rovnobézniku. Principem feSeni uvedené ulohy bude proto rotace o +90°,
resp. —90°, se stredem ve stiredu rovnobézniku.

Postup konstrukce:

1) S; S jestred ABCD,

2) h=AB W BC U CD U DA = hranicerovnobézniku,

3) h; R(S,¥90°): h — K (hraniceotoceného rovnobézniku),
8 XY, ZV X, Y,ZV chnk,

5) c¢tverec XYZV .

Konstrukce:
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Pozn.:
Dana uloha ma jedno, nebo také zadné feseni. (Nacrtnéte takovy pfipad.)

S dalSimi ulohami feSenymi uZzitim otaCeni se setkate v nasledujici kapitole.

2.6 Souhrnné ulohy resené uzitim shodnych zobrazeni

Tato kapitola je velice dulezita. Je uréena k tomu, abyste si v ni sami procuvigili
pravé probranou latku. U zadani uloh jsou uvedeny hypertextové odkazy na
stranky s napovédou a nasledné i s reSenim ulohy, nebo alespon navodem
k jejimu feSeni. Nez se do souhrnnych uloh pustite, preCtéte si nékolik dobfe
minénych rad:

Nejprve si vzdy pozorné proctéte zadani. Ma-li byt feSenim jednoduchy
objekt — napf. usecCka, pustte se hned do nacrtku. V nacrtku si vzdy odlisné
oznacCte objekty, které jsou dany a jinak objekty, které mate nalézt.
od hledaného objektu a zadané prvky dokreslete az pak. A opét odliste
barevné, co je dano a co hledate.

Je-li nacrtek hotov, hledejte shodné zobrazeni, které pomuze danou ulohu
vyfeSit. VSimejte si vlastnosti hledaného objektu, hledejte prFipadné
soumérnosti, vSimejte si, zda nékteré body nepfechazeji jeden v druhy napf.
v posunuti nebo v oto€eni. Vasi uvahu pfed vlastni konstrukci provéfte
nacrtkem moznych feSeni.

Bude-li to potfeba, vyhledejte napovédu, na zavér si zkontrolujte spravnost
sveho postupu feseni.

Uloha 1: Je dana kruznice k (S; 3,5cm) a jeden jeji vnitfni bod X takovy, ze
ISX1 = 2,5 cm. Sestrojte vSechny tétivy kruznice k, které prochazeji bodem

X a maji délku 5,5 cm. _ -
NAPOVEDA RESEN]

Uloha 2: Je dana dvojice rovnobézek a Il b a bod M uvniti pasu téchto
rovnobézek (ne na ose pasu). Sestrojte vSechny kruznice k, které

prochazeji bodem M a dotykaji se obou danych primek.

Uloha 3: Na kuleéniku jsou umistény dvé koule v mistech oznaéenych A
a B . Dopravte kouli z mista A do mista B odrazem: a) o dva sousedni
mantinely; b) o dva protilehlé mantinely. (Zadani volte obdobné jako
v pfikladu 1 v kapitole 2.2, ulohu feste ve schematickém zjednoduseni: koule =
bod.)

NAPOVEDA RESENI
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Uloha 4: Je dan ostry uhel AVB a uvniti néj (ne na ose uhlu) bod M.
Sestrojte vSechny takové usecky, které maji krajni body na ramenech
daného uhlu a jsou bodem M piileny.

NAPOVEDA RESENI

Uloha 5: Je dana dvojice rovnobézek a Il b a bod C nelezici na zadné
z nich. Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, pro které plati,
ze bod A lezi na primce a a bod B lezi na pfimce b.

[NAPOVEDA RESENI

Uloha 6: Jsou dany dvé protinajici se kruznice ka I, které maji rtizné
poloméry. Sestrojte takovou prfimku prochazejici jednim jejich spole€énym
bodem, ktera vytina na obou kruznicich stejné dlouhé tétivy.

Uloha 7: Je dana kruznice k, pfimka p a trojuhelnik KLM, pfiéemz kruznice
k a trojuhelnik KLM lezi v opaénych polorovinach vzhledem k pfimce p.
Sestrojte vSechny pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky ABC s pravym
uhlem pfi vrcholu C, pro které plati, ze pfimka p je jejich osou
soumérnosti a ze bod A lezi na kruznici ka bod B lezi na hranici

trojuhelniku ABC. Provedte diskusi po¢tu reseni dané ulohy.
_APOVEDA RESENI

Uloha 8: Sestrojte rovnobéznik ABCD, jsou-li dany velikosti jeho stran: a =
5 cm, b = 3 cm a velikost uhlu ASB sevieného uhloprickami je

e xASBI = 135°. (S je stied rovhobézniku).
ESENI

Uloha 9: V soustavé soufadné O(x,y) je dan bod A[3,2] (jednotka = 1 cm).

Na ose x sestrojte takovy bod Q, aby lomena ¢ara OQA méla délku 8 cm.

i

Uloha 10: Je dana kruznice k (S,r) s teénou t a dotykovym bodem T. Ve
stejné poloroviné s hrani¢ni primkou t, jako lezi kruznice k, zvolte bod M.
Sestrojte usecku, ktera ma jeden krajni bod na kruznici k, druhy na primce
t a je pritom pulena bodem M. Provedte diskusi ulohy — tj. stanovte pocet

reseni v zavislosti na poloze bodu M.
NAPOVEDA RESEN]

Uloha 11: Je dana kruznice k (S,r), pfimka p a délka d (d € R*). Sestrojte
takovou tétivu kruznice k, aby byla rovhobézna s pfimkou p a aby jeji

délka byla d.
Poznamka:

DalSi ulohy k procviCeni tématu naleznete v literatufe uvedené v seznamu na
konci této opory.

2.7 Napovéda k reseni uloh

Napovéda k reseni tlohy 1:
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Sestrojte libovolnou tétivu dané kruznice, ktera ma danou délku 5,5 cm.(Jeden
bod zvolite, dalSi nanesete kruzitkem.) Pak premyslejte, jak prfemistit tétivu

majici krajni body na obvodu kruhu tak, aby prochazela bodem X.
RESENI

Napovéda k reseni ulohy 2:
Uvédomte si, kde lezi stfedy vSech kruznic, které se dotykaji sou¢asné obou
dvou rovnobézek a pak si jednu takovou sestrojte. Nebude sice prochazet
bodem M, ale mizete pfijit na to, jakym zpusobem ji (je) do bodu M pfemistit.
ESEN

i

Napovéda k reSeni ulohy 3:

Snazte se v obou pripadech rozvinout drahu kuleCnikové koule do pfimky.
Uzijte osovou soumérnost podle toho mantinelu, o ktery chcete, aby se koule
odrazila.

Pl
m
(@p]
m
<,

Napovéda k reseni ulohy 4:
Usecka, kterou hledame, ma byt stfedové soumérna podle bodu M. Je to tedy
uloha na stfedovou soumérnost. Zobrazime v ni to, co je dano a kde maji lezet
hledané body — tj. uhel AVB.

Pl
m
(¢p]
m
P

Napovéda k reseni ulohy 5:
Uvédomte si, ze bod A prejde vbod B votoCeni se stfedem vbodé C
o +60°nebo —60°. A ze zadani vite, na kterych objektech hledané body lezi.

RESENI
Napovéda k reseni ulohy 6:
Prusecik kruznic je stfedem soumérnosti hledané tétivy.

RESENI

Napovéda k reseni ulohy 7:

Dulezita je v zadani zminka o tom, Ze trojuhelnik je osové soumérny — osova
soumérnost sosou p je i principem feSeni ulohy, pfevadi na sebe totiz
neznamé body A a B.

Pl
m

<
m
<

Napovéda k reseni ulohy 8:
Pfeneste si rovhobéznym posunutim po uhlopficce AS uhel ASB tak, aby mél
vrchol v bodé C. Co vymezi ramena posunutého uhlu na pfimce AB ?

RESENI
Napovéda k reseni ulohy 9:
Délku lomené Cary je tfeba napfimit — nejlépe na osu x.

RESEN]

Napovéda k reseni ulohy 10:

Hledana useCka je stfedové soumérna podle bodu M. Zobrazime proto
ve stfedové soumérnosti se sttedem M objekt, na kterém ma lezet jeden jeji
krajni bod — nejlépe teCnu t.

|

Napovéda k reseni ulohy 11:
Krajni body tétivy, kterou hleddme maji nasledujici vlastnost: Jeden pfejde
do druhého posunutim ve sméru pfimky p o vektor délky d. A oba krajni body

lezi na dané kruznici. Co tedy asi posuneme v popsaném zobrazeni?
RESENI

N
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2.8 Reseni souhrnnych dloh na uziti shodnych zobrazeni

Reseni dlohy 1: |ZPET NA ZADANI]|
Bod X je tfeba otoCit po kruznici kolem daného bodu S tak, az se pfemisti na
zvolenou tétivu. Uhel ¢, o ktery se otoéi bod X, urgi inverzni rotaci R(S,-¢),
pomoci niz pak otoCime krajni body zvolené tétivy. Druhé feSeni je pak
symetrické podle osy SX.

Konstrukce:

Reseni ulohy 2: |ZPET NA ZADANI |

Sestrojime jednu kruZnici k dotykajici se pfimek ai b - ma stfed O na ose pasu
a, b. Bodem M vedeme rovnobézku m s pfimkami a, b, ktera protne kruznici
k ve dvou bodech M; a M,. Hledané kruznice jsou pak obrazem kruZnice
k v posunuti daném orientovanymi useCkami MM (resp. M.M). Stredy
hledanych kruznic vyhledame rovnobéznym posunutim poloméru M;0 (resp.
M;0) do bodu M.

a | |
7 M
| M N
\/\
S 1 | | |
| @) /
ki k2 \ k /,//
A
. | —t




Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 43

Pozn.:
Ulohu je téZ mozné Fesit uZitim kruZnice se stfedem v bodé M a polomé&rem
rovnym poloviné Sifky pasu rovnobézek.

Reseni dlohy 3: [ZPET NA ZADANI |
Konstrukce je patrna z nasledujicich obrazka. Uvédomte si, Ze pouZivate
skldadani osovych soumérnosti — na vysledek zobrazeni vjedné osové

soumérnosti aplikujete dalSi osovou soumérnost.

a) odraz o dva sousedni mantinely:

Mz
A
B B
M \“
I
I
™
g : g,

Muzete postupovat dvojim zplsobem:
1) O(my): A— A"; O(my): A— A" ;napfimena trasa je BA™" - je nalezen
bod odrazu na mantinelu m, staci jej spojit s A" a ziskame bod odrazu na m;,

2) O(mq): A— A, O(my): B— B’ ;napfimena trasaje A'B — na ni lezi
body odrazu na obou mantinelech.

b) odraz o dva protilehlé mantinely:
Draha kule¢nikové koule je napfimena do usec¢ky A'B’. Spojnice téchto bodu
vymezi na mantinelech body odrazu.
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Reseni tlohy 4: [ZPET NA ZADANI |

Princip: S(M): ZAVB— LAV B".
V prusecicich vzoru a obrazu lezi hledané body.

Reseni Glohy 5: [ZPET NA ZADAN:I|

Princip: R(C;p=60°): A — B, ale také R(C;p=60°):a — a  abod B lezi
pak v praseciku obrazu a” a pfimky B. Bod A ziskate inverzni rotaci.

Paz:ﬁ;é'fﬁka:
Pokud na detaily konstrukce nemuzete pfijit ani nyni, zopakuijte si, jak se otaci
pfimka! (,Uchopte® ji za kolmy pravodic!)
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Reseni ulohy 6: |ZPET NA ZADAN; |

Oznacme spolecny bod kruznic jako A.
Princip a postup feSeni ulohy:

S(A): k> k", Yek nk,; S(A4):Y>X.
Hledana tétiva je XY. Konstrukce je snadna, provedte ji sami.

Reseni ulohy 7: [ZPET NA ZADANI]|

Na obrazku je konstrukce 3 ze 6 vychazejicich feSeni. Kruznice k je zobrazena
v osové soumérnosti s osou p. Sami si nacrtnéte pfipady dokladajici existenci
0, 1, ...8 feSeni. Na ¢em pocCet feSeni zavisi ?

Reséeni tlohy 8: [ZPET NA ZADANI

Zfejmé jste sami nebo po napovédeé zjistili, Zze za bod B se na polopfimku AB
posune useCka o velikosti strany a. Sestrojuieme tedy trojuhelnik, ktery ma
stranu délky 2a, jeho téznice na tuto stranu ma délku b a proti této strané lezi
uhel o velikosti . Musime tedy nad UseCkou délky 2a sestrojit mnozinu bodd,
z nichz vidime tuto usecku pod uhlem e. Pokud jste to jiz zapomnéli, nezbyva,
nez se vratit k prvnimu dilu této opory.

PFi konstrukci se mizete opfit o nasledujici obrazek:
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A B B

Reseni dlohy 9: |ZPET NA ZADANI |
V bodé 8 osy x si vyznacte bod A". Trojuhelnik AQA’je rovhoramenny a hledany
bod Q je jeho hlavnim vrcholem. Nalezneme ho na ose soumérnosti usecky
AA’. Konstrukci jisté zvladnete snadno sami.

Reseni tlohy 10: ZPET NA ZADANI

Tecnu zobrazime ve stfedové soumérnosti se stfedem M.
SM):t—>t; tnk={Y} SM):Y—>X
Pruseciky obrazu tecny s kruznici budou krajnimi body hledané usecky. Pocet
feSeni zavisi evidentné na poctu prisecikl t'a k. Uloha ma pravé jedno feSeni,
pokud |M,t| =r , dvé feSeni, pokud |M | <r. Uloha nema fedeni pro
| M ,t| > r. Nacrtnéte!

Konstrukce:

Yy Ys t’
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Reseni ulohy 11: |ZPET NA ZADANI |
V posunuti popsaném v napovédé zobrazime danou kruznici. Zalezi pouze na
sméru a velikosti posunuti, nikoli na jeho orientaci.

YO

Mate za sebou dvanact podrobné komentovanych feSenych pfikladi a témér
stejny pocet samostatné feSenych uloh. Sami posudte, nakolik jste byli nuceni
pouzit napovédu Ci autorské feSeni. Pokud mate pocit, Zze byste potfebovali
latku jesté vice upevnit, doporu€uji vam souhrnna cviceni na shodna zobrazeni
ve sbirce [2]: str. 79, ulohy 33 — 47.

My se budeme dale vénovat podobnym zobrazenim. Nékteré postupy a principy
uplatiované v feSeni uloh nasledujici kapitoly vam budou pfipominat to, co jste
se v této opore dosud naucili. Usp&sné zvladnuti kapitoly 2 je dobrou startovni
¢arou pro dalSi poznatky.

3 Podobna zobrazeni v roviné

V této kapitole se dozvite: co je to podobné zobrazeni, co je to stejnolehlost,
Jak se poznaji vzajemnée stejnolehlé utvary, jak se da stejnolehlost pouzit ke
konstrukcim objektd poZadovanych vlastnosti.

V této kapitole se naugdite: zobrazit rovinny utvar v dané stejnolehlosti, pouZzit
stejnolehlosti v konstrukcnich ulohach.

Klicova _slova _kapitoly: stejnolehlost neboli homotetie, stred
stejnolehlosti, koeficient stejnolehlosti

Cas potfebny pro prostudovani kapitoly: 2 hodiny teorie + 5 hodin feseni
uloh a provedeni konstrukci
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3.1 Podobné zobrazeni, stejnolehlost

Podobné zobrazeni (nebo také podobnost) v roviné je takové zobrazeni,
které kazdému bodu X roviny pfifadi bod X" této roviny takovym zplsobem,
Zze kazdy rovinny utvar se zobrazi na utvar s nim podobny — tj. majici
stejny pomér odpovidajicich si useCek (tzv. koeficient podobnosti)
a stejné uhly u odpovidajicich si vrcholu.

Jsou-li vroviné dany dva podobné utvary, existuje podobné zobrazeni, které

prevadi jeden na druhy. Je-li koeficient této podobnosti k, je koeficient inverzni

podobnosti (tj. t&, ktera prevadi druhy na prvy) roven pfevracené hodnoté Kk,
1

t. 15 |.

Ik

Kazdé podobné zobrazeni se da ziskat slozenim shodnych zobrazeni a tzv.
stejnolehlosti.

Stejnolehlost (neboli homotetie) se stfedem Sa koeficientem

stejnolehlosti k; ( kER, k # 0) je takové zobrazeni v roving, které kazdému

bodu X roviny pfifadi bod X" nasledujicim zpisobem:

1) Bod S je samodruzny,

2) Pokud k > 0, leZi bod X'na polopfimce SX a plati: |SX'| = k. [SX],

3) Pokud k < 0, lezi bod X'na polopfimce opacné k polopfimce SX a plati:
ISX'| = |k]|.[SX],

Zapisuieme: H(S,k): X—X'.

Spole¢né si ted tuto definici rozebereme, ukdzeme si na jednoduchych
pfikladech, jak toto zobrazeni funguje. Pro vétSi nazornost budeme ve vSech
pfipadech zobrazovat useCku. Soustfedime se pfedevSim na polohu obrazu
a vzoru a na pomeér jejich velikosti.
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Pr.h1: Danou usecku AB (resp. dany trojuhelnik ABC) zobrazte ve

stejnolehlosti se stredem S a koeficientem : a) k=3; b)k=":; c)k=-2.
a) SX:SX=3
S
X
X’
Y
Y
Vidime, Ze doslo ke ZVETSENI usecky XY (protoze k > 1)
b) SA":SA =1:2
S B B
A%
\/ A
C’
C

Vidime, Ze doslo ke ZMENSENI useéky AB (protoze k < 1). Uvédomte si,
Ze ackoli se strany trojuhelniku ABC zmenSily na polovinu, OBSAH
trojuhelniku ABC se zmensSil na c¢tvrtinu plivodniho obsahu (viz kapitola

podobnost).
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c) SA':SA =2:1,

V tomto pFipadé doslo ke ZVETSENI stran trojahelniku (protoze |kl > 1),
ale oproti dvéma predchozim pfipadim jsou vzor a obraz umistény na
opacnych poloprimkach s pocatkem S.

Poznamka:

Jsou-li v roviné dany dva podobné utvary, které maji navic vSechny sobé
odpovidajici si usec¢ky v rovhobézné poloze, Ize je dvojim zplsobem
uveést do vztahu stejnolehlosti.
Je to: 1) stejnolehlost s tzv. vnéjSim stredem stejnolehlosti,

2) stejnolehlost s tzv. vnitfnim stredem stejnolehlosti.

Tuto skuteCnost budu ilustrovat na pfikladu dvou danych ¢&tverch
s rovnobéznymi stranami. Vnéjsi stfed stejnolehlosti (majici kladny koeficient —
Promyslete !) je oznaCen E (externi). Vnitrni stfed stejnolehlosti (majici
zaporny koeficient — promyslete !) je oznacen / (interni).

H(E): ¢tverec ABCD — ctverec A B'C' D
H(I): ¢tverec ABCD — ctverec A B °C D"

Znacime:

|EA
Plati tedy: 1) Pro koeficient H(E,k): K = Iz >0

J




Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 51

‘ ,,‘
2) Pro koeficient H(l,k): ‘H‘ ,
e C'=A"—
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Poznamka:

Kazdé dvé kruznice s riznymi poloméry jsou vzdy podobné a Ize na nich
vzdy vyznacit vzajemné rovnobézné poloméry. (Promyslete !) Kazdé dvé
kruznice lze tedy uvést dvojim zplsobem do vztahu stejnolehlosti.
Maiji-li stejnolehlé kruznice spole¢né tecny, jsou tyto te€ny ve stejnolehlosti
samodruznymi pfimkami a prochazeji stfedem stejnolehlosti. Stfedy
stejnolehlosti (lezi-li ve vnéjSich oblastech obou kruznic) jsou tudiz body,
jimiz prochazeji spoleéné teény danych kruznic.

VsSe bude zfejméjsi poté, co zvladnete nasledujici pfiklad:

Pf. h2: Sestrojte stredy stejnolehlosti danych dvou kruznic k¢(Si, rq)
a ky(S2, r2). Reste pro: a) [SsSz| > ri+rs b)|S:Sz| = ri+ry

A

ﬁ
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a) Rozbor a postup konstrukce:

V jedné z kruznic si oznacCime libovolny polomér (zde S;7A4) a v druhé kruznici
sestrojime polomér s nim rovnobézny (zde S:A;). Tyto usecky si odpovidaji
ve stejnolehlosti s vnéjSim stfedem stejnolehlosti E a kladnym koeficientem
rovnym podilu jejich velikosti. Stfed stejnolehlosti — bod E — musi lezet tedy
tam, kde se protinaji spojnice vzoru a obrazu, j. pfimky: — AjAza <SS (tzv.
,Stredna“).

Ve vySe uvedeném postupu je pouzit v druhé kruznici polomér S,A; pfiCemz
useCky S1A7 a S»A; maji souhlasnou orientaci. Vznikne tak bod E.

Pouzijeme-li misto poloméru S;A; opacné orientovanou usecCku A;’S; , vznikne
uvedenym postupem bod I. Stejnolehlost se stfedem I ma zaporny koeficient.

Poznamka:
Snadno nahlédnete, Ze stejnolehlosti prfevadéjici na sebe dvé kruznice jsou

vlastné Ctyfi, zalezi na tom, kterou z kruznic pokladame za vzor a kterou
za obraz:

H ESZAZ - HI E SlAl - HI T — SZAZ - Hl T — SlAl
'SlAl , 'SZAZ ’ ’ SlAl ’ ’ SZAZ

Promyslete !

b) Zadané kruznice maji vnéjSi dotyk. Bod E sestrojime jako v uloze a), bod I je
dotykovym bodem.

Ukol nalézt spoleéné teény danych dvou kruznic je Ulohou navazujici
na pravé vyifeSenou ulohu. Nejprve sestrojite body E a I a pak z nich vedete
teCnu k jedné ze zadanych kruznic (uzitim Thaletovy kruznice!). Tato teCna
je pak i teénou druhé kruznice. Uloha ,vést spoleéné teény“ by méla
pro zadani podle pfikladu 2 v pfipadé a) Ctyfi feSeni — viz nasledujici
obrazek, v pfipadé b) 3 FeSeni.

Poznamka:
Podrobnéji tuto problematiku naleznete v [1], kapitola 3.8.
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P

/7

3.2 U:Ziti stejnolehlosti k Feseni konstrukénich uloh

Ukazeme si ted nejCastéjSi pfipady konstrukéniho vyuZiti stejnolehlosti.
Priklady, ve kterych se vyuziva stejnolehlost, Casto obsahuji podminku
o pomeéru velikosti nékterych usecek. Jsou to napf. alohy o pri¢kach utvart —
tj. useCkach majicich krajni body na hranici utvaru, pficemz je pozadovano, aby
tyto useCky prochazely danym bodem a byly jim déleny v pfedem daném
poméru. Nebo to mohou byt ulohy o konstrukcich rovinnych obrazct — napf.
trojuhelnik, kde jsou zadany poméry stran nebo takovy pocCet uhlli, ze
dokazeme sestrojit obrazec podobny tomu, ktery hledame. Ke zvétSeni, resp.
zmenSeni obrazce tak, aby vyhovoval zadani, pouzijeme pravé stejnolehlost.
Dalsi skupinou uUloh jsou ulohy o vepisovani obrazcli. Ukazeme si nyni
takovéto typické priklady

Pi.h3: Je dan pulkruh P vymezeny primérem AB a obloukem ASB. Uvnitr
tohoto obrazce je zadan bod M. Sestrojte vSechny pricky daného
pulkruhu P, které maji krajni body na hranici pulkruhu a jsou bodem M
déleny

VvV pomeéru
1: 2.

Nacrtek a
rozbor:
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Je ziejmé, Zze bod X prfejde do bodu Y ve stejnolehlosti se stfedem M
a zapornym (!) koeficientem -'.. Zobrazime-li v této stejnolehlosti celou hranici
pulkruhu P, musi se hranice a jeji obraz protnout v bodech Y (muze jich byt
vice), které jsou krajnimi body hledanych usecCek. Krajni body X budou lezet
na polopfimkach YM a na hranici pllkruhu P.

HM; k=-3): P> F

Postup je zuvedeného zfejmy, pustime se proto rovnou do konstrukce.
PovsSimnéte si, Ze pfi konstrukci stejnolehlého objektu vyuzivame vzdy toho, Ze
vzor a obraz sobé odpovidajicich si pfimek tvofi rovnobézky. Zde konkrétné

ABIl AB..

Konstrukce:

Pocet feSeni zavisi na poloze bodu M uvnitf pulkruhu.

Poznamka:

Mate-li k dispozici dostatek mista, mizete misto uvedené homotetie pouzit
homotetii s koeficientem k = - 2, danou kruznici pak nebudete zmensovat, ale
zvétSovat a misto bodl Y dostanete nejprve body X.

Pr.h4: Je dan pullkruh P vymezeny priimérem AB a obloukem ASB. Vné
tohoto obrazce je zadan bod M. Sestrojte vSechny pricky XY daného
pulkruhu P, které lezi na pfimce prochazejici bodem M, pricemz plati:
MX:MY=2:1.

Nacrtek a rozbor:

Bod X prejde do bodu Y ve stejnolehlosti se stfedem M a kladnym
koeficientem %.. Zobrazime-li v této stejnolehlosti cely pullkruh, dostaneme
v priniku vzoru a obrazu krajni body Y hledanych usecek.
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M

A S B

Konstrukce:
Pr. h5: Sestrojte trojuhelnik ABC, vite-li, ze .= 60°, 3 =45° a t.=5cm.

Rozbor:

Sestrojime nejprve trojuhelnik, ktery bude s danym trojuhelnikem podobny — {j.
bude mit stejné vnitfni dhly. Pak jej uzitim stejnolehlosti upravime tak, aby jeho
téZnice na stranu ¢ méla délku 5 cm (tj. té€Znici podobného trojuhelniku
prodlouzime nebo zkratime na poZzadovanou délku). K tomu vyuzijeme nejlépe
stejnolehlost se sttedem v bodé C a kladnym koeficientem.

Postup:
1) MBC;|Za|=|2a|=60% |£8|=|£p|=45°

2) S 8 jestred BC,
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3) wuzijeme stejnolehlost H C';k:,i ,
|5°C]

4) AABC; H(C,k): AABC — AABC.

Konstrukce:

Pi. h6: Do daného ostrouhlého trojuhelniku KLM vepiste ¢tverec ABCD
tak, aby strana AD lezela na useéce KM, bod B lezel na KL a bod C na
strané LM.

Rozbor:

Ulohu si zakreslete, jako by jiz byla vyfe$ena. Zkuste si predstavit, Zze thel KLM
je vyplnén vzajemné stejnolehlymi ¢tverci, (mame na mysli napf. stejnolehlost
se stfedem v bodé L a kladnym koeficientem). Jednim z téchto ¢tvercu je ten,
ktery hledame. Sestrojime tedy libovolné jiny z nich a vyuzijeme vlastnosti, ze
ve stejnolehlosti sobé& odpovidajici si body lezi na pfimkach prochazejicich
stfedem stejnolehlosti (zde bod L). Napovédu ke konstrukci vam
poskytne nasledujici obrazek.

Motivaéni nacrtek:
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Konstrukce:
L
B ’ C 4
B C
A’ D’
K — M
A D

3.3 Ulohy na uziti stejnolehlosti — cviéeni

Tato kapitola je uréena k tomu, abyste si v ni sami procvicili pravé probranou
latku. Za zadanim uloh jsou uvedeny napovédy k jejich feSeni a posléze i
reseni samotna.

Uloha 1: Sestrojte trojuhelnik ABC, vite-li, ze a:b:c = 4:5:6 a polomér
kruznice vepsané je p = 1,5 cm.

Uloha 2: Do kruhové vyseée AVB s ostrym stfedovym uhlem vepiste
¢tverec KLMN tak, aby strana KL lezela na AV, vrchol M na oblouku
a vrchol N na BV.

Uloha 3: Jsou dany dvé riiznobézky p, g a bod M nelezici na zadné z nich.
Sestrojte vSechny kruznice dotykajici se pfimek p a q, které prochazeji
danym bodem M.

Uloha 4: Je dana kruznice ka uvniti této kruznice bod M. Sestrojte
vSechny tétivy XY kruznice k prochazejici bodem M, které jsou timto
bodem M déleny v poméru 1 : 3.

Napovéda k resSeni ulohy 1:

Sestrojte nejprve trojuhelnik majici strany v uvedeném poméru. Pak hledejte
vhodnou homotetii.
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Napovéda k reseni ulohy 2:

Sestrojte nejprve ¢tverec K'L'M’N’, ktery bude splfiovat vS§e kromé& podminky,
aby bod M~ leZel na oblouku. Uvédomte si, Ze kazdé dvé soustfedné kruznice
jsou stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v bodé V.

Napovéda k reseni ulohy 3:

Uhel rtiznobé&zek obsahujici bod M si ptedstavte vypinén nékolika vzajemné
stejnolehlymi kruznicemi. Kde lezi jejich stfedy? DokazZete nékterou z nich
sestrojit? Kde je na ni obraz bodu M ve stejnolehlosti se stfedem v priseciku

rdznobézek?

Napovéda k reSeni ulohy 4:
Hledate pricku utvaru, musite tedy pouzit stejnolehlost se stfedem v bodé M

a se zapornym koeficientem.

Reseni ulohy 1: [ZPET NA ZADAN!I |

Po sestrojeni podobného trojuhelniku zvolime nejlépe homotetii se stfedem ve
stfedu kruznice vepsané zvolenému trojuhelniku. Postup konstrukce je patrny
z nasledujiciho obrazku:

L1 p— I~
A / B

Polomér kruznice vepsané pomocnému trojuhelniku A'‘B°C” je prodlouzen na
pozadovanou délku 1,5 cm. Strany vysledného trojuhelniku jsou sestrojeny
uzitim principu rovnobéznosti.

Reseni ulohy 2: [ZPET NA ZADANI|
Témér vSe jiz bylo feCeno v napovéde. Zvolenému cCtverci opiSeme kruhovou
vyseC a uvédomime si, Ze ve stejnolehlosti (zde se stfedem V) sobé
odpovidajici si body lezi na polopfimce vychazejici ze stfedu stejnolehlosti.
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Konstrukce:

Reseni tlohy 3: |ZPET NA ZADAN; |
Stfedy kruznic dotykajicich se ramen uhlu leZi na ose uhlu. Sestrojime jednu
takovou kruznici — zvolime napf. jeji stfed S'a vedeme kolmice k ramen(m,
abychom ziskali polomér a dotykové body. Tato kruznice k~ je stejnolehla
s kruznicemi, které hledame. Stfedem stejnolehlosti je vrchol uhlu. Staéi nalézt
na k” obraz daného bodu M (jsou dva!l — M'a M™). Dale vyuzijeme principu
rovnobéznosti — polomér MS; (resp. MS;) hledané kruznice je na rovnobézce
vedené bodem M s useCkou M'S” (resp. M”'S").

Konstrukce:
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Reséeni ulohy 4: IZPET NA ZADANI|

Nabizi se uZiti stejnolehlosti se stfredem v bodé M a koeficientem bud k = - 3
(budeme kruznici zvétSovat), nebo s koeficientem k = - '3 (pak se bude
kruznice zmen$ovat). Co vybrat, zavisi jenom na tom, jak velké jste zvolili
zadani.

V nasledujici konstrukci je zvoleno zvétSeni:
H(M; -3):k >k
Pro poloméry plati: r'= 3r. Kde se protnou vzor a obraz, tj. ka k’, jsou krajni
body vysledné usecCky. Inverzni homotetii k nim ziskame chybégjici krajni body.

Konstrukce:

DalSi ulohy na konstrukeni vyuZiti stejnolehlosti mizete podle potfeby vyhledat
podle nasledujicich odkaz(:

[1]: kapitola 3.7,str. 160 — 180,
[2]: kapitola 10.9, str. 81 — 84.

4 Konstruktivni ulohy freSené na zakladé vypoctu

V této kapitole se dozvite: jak se k sestrojeni usecky dané délky vyuzivaji
geometrické konstrukce zaloZené na uZziti redukcniho uhlu, Ctvrté geometricke
umérné a Euklidovych vét; které useCky dané algebraickym vyrazem
obsahujicim délky jinych danych useéek Ize sestrojit na zakladé Euklidovych
vét, Pythagorovy veéty a Ctvrté geometrické umérne.
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V této kapitole se naudite: sestrojit useCku délky dané iracionalnim Cislem,
sestrojit useCku délky dané algebraickym vyrazem.

Klicova slova kapitoly: Pythagorova véta, Euklidovy véty, ctvrta
geometricka umérna, redukcéni uhel

Cas potiebny pro prostudovani kapitoly: ¥4 hodina teorie + 1 hodina feseni
prikladu

4.1 Konstrukce usecek délky dané racionalnim éislem nebo
odmocninou

Sestrojit useCku délky dané celym Cislem nebyva problém. V kapitole 1.4 jsme
poznali zplUsob, jak sestrojit uUseCku délky dané zlomkem, napf.

X = % = 2% cm. Snad postaci pfipomenout, Ze danou jednotku (obvykle 1 cm)

rozdélime uzitim redukéniho Uhlu na 3 dily a zobrazime usecku délky 2 cm +
s em. Mozna namitnete, ze to bude zifejmé& hodné nepfesné. Jak si tedy
poradime ?

Uvédomte si, Zze zlomek vlastné naznacuje déleni. Je jisté prfesnéjsi vzit useCku
délky 7 em a uzitim redukéniho uhlu ji rozdélit na tretiny, ¢imz dostaneme
useCku pozadované délky x.

Nyni si pfedvedeme konstrukci useCek danych druhymi odmocninami. Jako
pomucka nam poslouzi Pythagorova véta a Euklidovy véty (viz kapitola 1.5)

Pi.1: Sestrojte usecku délky V15 cm.

1. zpusob: Uzijeme Pythagorovu vétu: 16 = 15 + 1,
2 _ 2 2
c=a"+b’,
4°=15+ 12,
Sestrojime tedy pravouhly trojuhelnik s pfeponou 4 cm a jednou odvésnou 1
cm. Na druhé odvésné je useCka pozadované delky.

|

2. zpusob: Uzileme Euklidovu vétu o vysSce: 15=3 « 5,
V2 = Ca ® Cb

Uzijeme tedy pravouhly trojuhelnik s pfeponou délky ¢ = c, +¢c, =3 + 5= 8cm.
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Nad pfeponou opiSeme Thaletovu kruznici. Pata vysky je na rozhrani usekl c,

a cp. Kolmice vztyCena v tomto bodé protne Thaletlv oblouk ve vrcholu uzitého
pravouhlého trojuhelniku. Hledanou délku v nalezneme na vySce na pfeponu.

v=+15

=5

3. zpisob: Uzijeme Euklidovu vétu o odvésné: 1% =5« 3,
a“=c-* Ca

Pfepona pomocného pravouhlého trojuhelniku bude mit nyni délku ¢ = 5 cm,
usek pfilehly k pfeponé a, tj. c, bude mit délku 3 cm. Hledanou délku

a = +/15 nyni nalezneme na odvésné a.
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Pr.2: Sestrojte usecku délky V50 cm.

V tomto pripadé Si pomUzeme CasteCnym odmocnovanim:
J20=,/45 =245, Sestrojime tedy Usecku délky /5 a naneseme ji dvakrat.
Navod ke konstrukci /5 :

1) 5 = 72,5 .2 podle Euklidovy véty o vy3ce: Gseky na preponé budou mit
délky 2,5 cm a 2 cm.

2) 5 =4+ 1; podle Pythagorovy véty — na odvésnach a = 2, b = 1, na pfeponé
vyjde J5

Uloha 1: Sestrojte useéku délky J33cm.
Uloha 2: Je dana useéka a (graficky). Sestrojte useéku délky a+/3 cm.

Uloha 3: Je dana Gsecka a (graficky). Sestrojte iseéku délky a+/5 cm.

Reseni dlohy 1:

a)Vyjdeme ztoho, Zze 33 = 32 + 1. Tedy, zZe V33=,32+1 . Sestrojime-li tedy
useCku délky /32, stadi ulohu dokonéit Pythagorovou vétou. Po CasteCném
odmocnéni vidime, Ze /32 =4.4/2. Sestrojime tedy usetku délky ~/2,
naneseme |ji Ctyfikrat na jednu odvésnu pravouhlého trojuhelniku a na druhou
naneseme jednotku 1 cm. Délka pfepony bude J33.

b) Ulohu lze feSit téZ napf. pomoci Euklidovy véty o odvésné. Upravime si:
V33 =,10.33. Na pfeponu naneseme 10 cm, vyznacCime usek pfilehly
k pfeponé a: c, = 3,3, trojuhelnik dorysujeme a na odvésné a ziskame
pozadovanou délku /33.

Reseni ulohy 2:

Je dulezité si uvédomit, Zze délka useCky a je pro nas nyni jednotkou.
Naneseme-li ji na odvésny pravouhlého trojuhelniku, bude délka jeho pfepony
a~/2 . Takto ziskanou use&ku pfeneseme do noveého trojuhelniku a naneseme ji
na jednu odvésnu. Na druhou umistime useCku délky a. Na pfeponé druhého

trojihelniku mame nyni hledanou délku a+/3.

Reseni ulohy 3:

Postupujeme stejné, jako kdyz jsme v pf. 2 sestrojovali jako dilCi ¢ast ulohy
useCku délky V5. Jen jako jednotku ted nepouzijeme 1 cm, ale délku usecky a.
Na odvésnu pravouhlého trojuhelniku tedy naneseme délky: a a 2a. Na

pieponé tak ziskame usedku délky a+/5.(Ovétte podle Pythagorovy véty!)

Dalsi ualohy pro vasi samostatnou praci naleznete napr. v [2]:
kapitola 10.5, str. 78.
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4.2 Konstrukce usecek délky dane algebraickym vyrazem

Abychom mohli dobfe pochopit, co se pod nazvem kapitoly skryva, musime si
uvédomit, které useCky dokazeme euklidovsky (ij. jen pravitkem a kruzitkem)
sestrojit, zname-li délky usecek a, b a c¢. Budeme pfedpokladat, Ze a, b, ¢ jsou
kladna realna Cisla a ze a > b.

Umime sestrojit useCky délek: a + b; a — b; k.a (kladny realny nasobek usecky).
Déale umime uzitim Pythagorovy véty sestrojit Usecky délek +a® +b” (jako

pfeponu v pravouhlém trojuhelniku s odvé&snami a a b); resp. va’ -b> (jako
odvésnu v pravouhlém trojuhelniku s pfeponou a a odvésnou b);

Dale umime sestrojit uzitim Euklidovych vét usecku délky +a.b .
A konec€né uzitim Ctvrté geometrické umérné muzeme ze tfi useCek a, b, ¢

sestrojit useCku délky M. (Kdo zapomnél, podiva se na kapitolu 1.5, str. 10).
C

Pustime se nyni do uloh odvozenych od téchto vztaha:

2
Pr. 1: Sestrojte usec¢ku délky x = % , jsou-li dany usecky délek a, b.

Mame v zasadé dvé moznosti, jak ulohu vyfresit:

1) PrepiSeme-li si vyraz takto: x:ab;a, uvidime v ném konstrukci ctvrté

. Lo . v e . X a . .
geometrické umérné. PrepiSeme napf.: — = e Na jedno rameno zvoleného
a

uhlu tedy naneseme, co je ve jmenovatelich — tj. a a b. Na druhé rameno
useCku délky a. Jeji konec spojime s koncovym bodem usecCky délky b
a vznikne smér treti strany podobnych trojuhelnikd. S timto smérem vedeme
rovnobéZku koncovym bodem usecky délky a na ramenu pro jmenovatele.
Na ramenu pro velikosti Citatelt se tak od vrcholu uhlu vymezi usecka délky x.

Je dano: :

2) Dal$i moznosti, jak ulohu vyfesit, je prepsat si zadani do tvaru: a®> = x . b.
V tomto zapisu bychom méli rozpoznat Euklidovu vétu o vySce. Uvédomme si,
Ze b a x jsou nyni useky na pfeponé, a lezi na vysce.
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Postup konstrukce je patrny z obrazku. Zacneme tim, Ze na ramena pravého
uhlu naneseme délky a, b , osa pfepony, ktera je tétivou hledaného
pravouhlého trojuhelniku s pfeponou b + x, protne pfimku, na niz lezi b ve
stfedu S Thaletova oblouku.

2

Pf. 2: Sestrojte tisecku délky x =% —2 | jsou-li dany se&ky délek a, b,

a>b.
1. zpUsob: Postupné prepiSeme vyraz tak, abychom v zapise uvidéli

konstruovatelné usecky:
2 2

1) m; m? = ab,
2

2) n; n*=a®—m®,

Z toho plyne nasledujici postup konstrukce: ,

n
3) x; x=—o1.

b

Faze feSeni ulohy by byly tedy nasleduijici:
/ - \
— N
Je déno:fag'»
5 T 7 2 N
1) _
RN e \
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2. zpuisob:
Zadani prepiSeme jinak: x = @ a hned vidime, Ze staci sestrojit usecku

délky a-b a pak pouzit ¢tvrtou geometrickou umérnou.

Poznamka:

Méli-li bychom jesté navic v takovychto ulohach zadanu jednotku, bylo by
mozné konstruovat dalSi useCky dané algebraickymi vyrazy, které dosud

nebylo mozné sestrojit — napf. x = a” (bylo by nutné si tlohu piepsat jako
2
a

x.1=a® nebo X=T , a dale bychom mohli postupovat jako ve vySe

uvedenych pFikladech.

Dalsi konstrukce usecek a jejich aplikace Ize vyhledat v [1] , kapitola 2.6,
str.115—-121.
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5 Zaver

Mily studente,

véfim, Ze jste prekonal uskali probirané latky a dospél zdarné az k zavéru
naseho spole¢ného snazeni. Planimetrické konstrukéni ulohy nepatfi zrovna
k nejlehCim partiim stfedoskolské matematiky, proto je o to cennégjsi vSe, co se
vam podafilo zvladnout.

vvvvvv

vvvvv

si pfitom poloZzit otazku, zda dana uloha je polohova nebo nepolohova. Hledany
utvar si naCrtnéte a do nacrtku si vyznacte barevné objekty, které mate zadany,
tj. tedy vlastné ty, které mazete pfi konstrukci pouzit. U polohové ulohy si navic
vyznacte ten utvar, kterym musite zacCit. Pak pfemyslejte, jakou cestou se
dostanete od zadanych objektl k vrcholim a stranam hledaného atvaru. Pfitom
se vracejte k zadani a znovu si je po Castech ctéte. Vysledky svého hledani
zaznamenavejte do nacrtku i do postupu konstrukce. Pak se pustte do
konstrukce a pfi kazdém kroku si uvédomujte, zda maji dil€i konstruk&ni kroky
vice feSeni. Celkovy pocet feSeni vzdy pfipiSte ke konstrukci. Na zavér sve
prace provéite, zda utvar, ktery jste sestrojili, odpovida tomu, co bylo v zadani
pozadovano (tim provedete zkousku konstrukce).

Zafixujete-li si tyto pracovni navyky, uspéch se jisté dostavi. Pokud se presto
stane, ze si s ulohou nebudete védét rady, vratte se ktomuto studijnimu
materialu a vyhledejte podobnou ulohu a pfipomefnte si principy jejiho feseni.

PFeji vam hodné uspéchu pfi dalSim studiu.

RNDr. Eva Davidova,
autorka opory



Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 68

Literatura

[1] POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymnazia. Planimetrie . Prometheus, spol. s r.o.
Praha: 2003. ISBN: 80-7196-174-4

[2] PETAKOVA, Jindra. Matematika — pfiprava k maturité a k pfijimacim zkouskam na vysoké
Skoly . Prometheus, spol. s r.o. Praha: 1998. ISBN: 80-7196-099-3

[3] VEJSADA, FrantiSek; TALAFOUS, FrantiSek. Sbirka uloh z matematiky. SPN. Praha: 1969.
[4] POLAK, Josef. Stfedoskolské matematika v ulohach Il. Prometheus, spol. s r.o. Praha: 1999.
ISBN: 80-7196-166-3



Reseni planimetrickych Gloh — konstrukéni a po&etni tlohy strana 69

Poznamky:
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