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Predmluva

Nez se pustime do prace, méli bychom si fici nékolik slov na Gvod. Uz jste
nékdy slyseli o Eulerové ¢isle e? Vérim, ze vétsina z Vas ano, ale pro mnohé je
to moznéa jen abstraktni pojem, ktery pouze zavadi zmatek do matematiky.
Néktefi si snad vzpomenou, ze je to zaklad prirozeného logaritmu. Ale proc
zrovna toto ¢islo? Protoze ..., ale to uz bychom zasahovali do obsahu této
knihy. Takze kdo mé odvahu pustit se do ¢teni, urcité dostane odpovéd na
tuto otazku a dozvi se mnoho dalSich zajimavych informaci.

P1i psani této prace bylo mym cilem fici piibéh c¢isla e tak, aby si prisli
na své vSichni ¢tenari. Prace je sestavena tak, aby jeji prvni kapitoly by-
ly pochopitelné i pro ¢tenafe s pouze skromnym matematickym zazemim.
S definici nékterych pojmi, jako jsou napf. limita nebo nekone¢na fada a
jejl soucet, se Ctenar setkd pouze na intuitivni arovni. Prace by méla prede-
v§im motivovat studenty k dalsimu studiu analyzy, a ne odradit je hned na
zacatku pfili§ striktnim pojetim problému. Obtiznost se ovSem stupnuje a
pro ty nejnarocnéjsi ctenare je zde predveden diukaz transcendence e, ktery
uz vyzaduje néjaké znalosti z integralniho poctu. Také jsem si nékolikrat
dovolila odstoupit od hlavniho tématu a trochu nahlédnout do dé€jin mate-
matiky. Najdete zde néco z historie teorie ¢isel a také zivotopisné vynatky
nékolika osobnosti, které sehraly roli v historii e. Tyto informace se totiz
v ucebnicich vyskytuji velice ztidka.

Nakonec je tu i né€kolik prikladi, kde se da znalost ¢isla e vyuzit. Mohou
tedy poslouzit ucitelim matematiky jako prostfedek pro motivaci studentt
k lepsimu zapamatovani tohoto ¢isla.

Tak to by snad bylo na Gvod vSechno. Co fikate, pustime se do toho?



Kapitola 1.
Finanéni zalezZitosti

Jeden americky indian rekl: ,Kdyz se porazi posledni strom a umie po-
sledni ryba, pak si ¢lovéce uvédomis, ze penize se jist nedaji.” Ovsem zivot
bez penéz si nikdo z néas predstavit neumi a jiz od nepaméti byly pravé
financéni zalezitosti ve stfedu zadjmu lidstva. Dokazete si pfedstavit méné
zajimavy zivotni cil nez je touha ziskat bohatstvi a dosdhnout financni jis-
toty? Je tedy podivuhodné, Ze anonymni matematik — nebo snad obchodnik
¢i lichvar — si na zacatku 17. stoleti vSiml zvlastni spojitosti mezi tim, jak
vzristaji finance, a chovanim jistého matematického vyjadfeni nekonecna.
Nyni se blize seznamime s timto problémem.

Zamétrime se na velmi dilezitou oblast ve finan¢nictvi: na irokovy pocet.
Urok, jak vsichni dobfe vime, je poplatek za ptjéeni penéz. Zvyk tGctovat
tento poplatek saha do pocatkti zaznamenavani historie; vskutku vétsina
nejstarsi nam znamé matematické literatury se zabyva otazkami, které se
tykaji iroki. Napriklad na hlinéné desticce z Mezopotamie, datované kolem
roku 1700 pf.n.l. (nyni se nachazi v Louvru), najdeme néasledujici problém:
Méame danou castku penéz. Za jak dlouho se tato ¢astka zdvojnasobi, kdyz
budeme kazdoroc¢né skladat 20% trokovou sazbu? Zformulujme nyni ten-
to problém v algebraickém jazyce. Vime, Zze na konci kazdého roku suma
vzroste o 20 procent, t.j. ¢astku vynasobime cinitelem 1.2. Kdyz ptivodni
castku oznac¢ime jako P, budeme mit na konci prvniho roku kapital 1.2 - P,
na konci druhého roku 1.2 - (1.2 - P) = 1.22 . P, a po x letech suma vzros-
te o Cinitel 1.2”. Protoze suma se mé oproti ptvodni ¢astce zdvojnasobit,
mame 1.27 - P = 2. P a dostavame se k rovnici 1.2% = 2 (vSimneme si, Ze
puvodni ¢astka se v rovnosti nevyskytuje).

Vyftesit tuto rovnici — t.j. odstranit = z exponentu — pro nas znamena
pouzit logaritmy, které ovsem Babylonané neznali. Presto byli schopni najit
pfiblizné feseni. Jak? Vsimli si, Ze 1.23 = 1.728 je mensi neZ 2, zatimco
1.2% = 2.0736 je vétsi nez 2; takze x musi mit hodnotu mezi 3 a 4. K ztzeni
intervalu pouzivali postup znamy jako linearni interpolace — nalezeni cisla,
které rozdéluje interval od 3 do 4 ve stejném pomeéru jako dvojka rozdéluje
interval od 1.728 do 2.0736. Tato mysSlenka vede k linearni rovnici pro x, kte-
ra se da jednoduse vyTesit pomoci elementarni algebry. Bohuzel Babylénané
neznali nase moderni algebraické metody a nalezeni potiebnych hodnot ne-
bylo pro né tak jednoduchou otazkou. Pfesto jejich Feseni x = 3.7870 (coz
jsou asi 3 roky, 9 mésicti a 13 dnti) se jen malo lisi od spravné hodnoty
3.8018 (asi 3 roky, 9 mésict a 18 dni1). Pro zajimavost bychom jesté mohli
upozornit na to, ze Babylénané nepouzivali nas desitkovy systém (ten se
zacal pouZivat az v raném stfedovéku), ale systém Sedesitkovy, ktery je
na rozdil od desitkového nepozi¢ni. ReSeni problému bylo tedy na hliné-
né desticce zapsano jako 3;47,13,20, coz v Sedesatkovém systému znamena
3 +47/60 + 13/602 + 20/603, a to je priblizné 3.7870.

K vypoc¢tiim pouzivali Babylénané jisty druh logaritmickych tabulek.
Svédéi o tom zachovalé hlinéné desticky, na nichz je seznam prvnich deseti



mocnin ¢isel 1/36,1/16,9 a 16 (prvni dvé vyjadiené v Sedesatkovém systému
jako 0;1,40 a 0;3,45). Nebyly to logaritmické tabulky v takové podobé, jak je
dnes zname, byly to spiSe seznamy mocnin ¢isel, a kromé toho pro mocninu
nebyl vzdy pouzit standardni zéklad. Zda se, ze tyto tabulky nebyly urceny
k obecnéjsimu pouziti, slouzily pouze ke konkrétnimu tucelu, jakym bylo
slozené arokovani.

Zastavime se na chvili u slozeného trokovani. Predpokladejme, Ze jsme
vlozili $100 (tzv. zaklad) na konto s 5% trokem, irokovanym roc¢né (¢astku
uvadime v dolarech, protoze je to ména, kterd se ve svété pouziva nejbéz-
néji). Po roce bude na nasem konté $100 x 1.05 = $105. Tuto ¢astku bude
banka v dalsim roce povazovat za novy zaklad pro irokovani. Tedy na konci
druhého roku budeme mit kapital $105 x 1.05 = $110.25, na konci tietiho
roku $110.25 x 1.05 = $115.76, atd. Je vidét, Ze troky prinasi nejenom
puvodni zdklad ($100), ale pocitaji se i troky z uroku (z toho vznikl po-
jem slozeného trokovani). Takto bude nas kapital rist podle geometrické
posloupnosti s kvocientem 1.05. Porovnejme to s pripadem, ze bychom vlo-
zili penize na konto, které vyplaci iroky pomoci jednoduchého turokovani.
Vlozime nagich $100 na 5% jednoduchy trok. Nas kapital bude kazdoro¢né
rist o $5, tedy podle aritmetické posloupnosti 100, 105, 110, 115, atd. Vi-
dime, ze v nasem pripadé se vyplati sporit na konto se slozenym trokem.
V praxi je tfeba si davat pozor a dobfe pocitat, protoze spofeni se zdanlivé
vyhodnéjsi trokovou sazbou, ale pfi jednoduchém trokovani, se po néjaké
dobé prestane vyplacet vzhledem k ptivodné méné vyhodnému spofeni se
slozenym drokem.

Z uvedeného muzeme snadno vyvodit, co se stane v obecném pripadé.
Predpokladejme, ze investujeme zakladni ¢astku P dolarti na konto, které
vyplaci roéni r—procentni urok pocitany slozenym urokovanim (pfi pocitani
vzdy vyjadiime r jako desetinné ¢islo, napfi. 0.05 misto 5%). To znamen4,
Ze na konci prvniho roku bude nas kapital ¢init P(1+ r), na konci druhého
roku P(1+ r)?, a tak az po t letech budeme mit na konté P(1 + r)t. Kdyz
oznacime toto mnozstvi jako S, dostaneme:

(1.1) S =P(1+r)

Tato formule je zédkladem prakticky vSech finanénich kalkulaci, at uz se jedna
o bankovni konta, ptijéky, hypotéky ¢i anuity (pravidelna splatka dluhu).
Nékteré banky vSak pocitaji tiroky ne jednou, ale nékolikrat za rok. Jak
ale vypocitat uroky pro ¢ast roku? Jiz Tartaglia (1500 — 1557) se zabyval
timto problémem a ve svém hlavnim matematickém dile General Trattato
di nameri et misure z roku 1556 pojednava o této tloze: Vlozime 100 na
konto s 20% turokem. Jaky kapital budeme mit na konté za 2% roku, kdyz
pocitame i tiroky z irokd? Tartaglia se shoduje s Cardanem a jinymi v tom,
Ze kapital naroste za pul roku na 110 (vezmeme polovinu roéniho trokového
podilu a pouzijeme ji jako sazbu za toto obdobi), za 1 rok na 120, za dva
roky na 144, za tfi na 172%. Tartaglia pocita kapital  po 2% roce ze vztahu
100 : 110 = 144 : x a dojde k vysledku x = 158%, zatimco Cardano pouziva
vztah 110 : 100 = 172%1 :x a dojde k 157%. Diivod neshody se d& snadno
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objevit. Kdyz ze zdkladu 100 budeme mit za % roku 110, pak musime tuto
castku vzit za novy zaklad a po roce budeme mit kapital 121, a ne 120.
Stejné tak to plati i pri dalsim rozdéleni. Hodnoty 144 po dvou letech a
172% po tfech letech se pro takovy vypocet tedy nedaji pouzit.

Vezméme si jesté jeden piiklad; na ném si ukazeme, o kolik se lisi hodno-
ty kapitalu, kdyz Groky poc¢itame ro¢né a pilro¢né. Na konto s 5% ro¢nim
urokovym podilem vlozime ¢astku $100. Kdyz budeme troky pocitat roéné,
budeme mit po roce ¢astku $105. Pfi ptilroénim trokovani pouZijeme jednu
polovinu roéniho trokového podilu, t.j. zédklad $100 trokovan dvakrat, po-
kazdé s irokem 2.5%. Kapital na konci prvniho roku bude éinit $100 x 1.0252
neboli $105.0625, kolem 6 setin vice nez by vynesl zaklad trokovany roc¢né.

V bankovnim primyslu lze najit vSechny druhy trokovacich schémat —
ro¢ni, pulroc¢ni, ¢tvrtletni, tydenni i denni. Pfedpokladejme, ze trokovéani
probihd n krat rocné. Pro kazdé ,pomérné obdobi”, v bankovnictvi nazy-
vané urokovaci obdobi), banka pouZivd roéni trokovy podil vydéleny cislem
n, tj. r/n. Protoze za t let mame (nt) Grokovacich obdobi, zéklad P se po
t letech zvedne na

(1.2) S =P +r/n)™.

Samoziejmé rovnost (1.1) je zvlastnim pfipadem rovnosti (1.2) — vezmeme
n=1.

Bylo by zajimavé srovnat castky penéz ziskané ze stejného zakladu po
jednom roce pro rizna urokovaci obdobi, predpokladame-li stejny roc¢ni
arokovy podil. K tomuto tucelu pouzijeme vySe uvedeny ptiklad — castka
P = $100 na konté s » = 5% = 0.05 roénim trokovym podilem. Budeme
dosazovat do vztahu (1.2) a pro rizné trokovaci obdobi zapisovat vysledky
do tabulky.

urokovaci obdobt n r/n S

ro¢ni 1 0.05 $105.00
pilro¢ni 2 0.025 $105.06
kvartalni 4 0.0125 $105.09
meésicni 12 0.004166 $105.12
tydenni 52 0.0009615 $105.12
denni 365 0.0001370 $105.13

Tab. 1

Je docela prekvapujici, ze ¢astka $100 urokovani denné vynasi pravé
o 13 setin vice nez trokovana ro¢né, a asi o jednu setinu vice nez irokovana
mésicné nebo tydné. Nejsou to zadné velké rozdily. Ale pozor — zalezi na
tom, jak velky byl zéklad: investujeme-li $1 000 000, je rozdil mezi ro¢nim
a dennim trokovéanim $1267.50, a to uz je lepsi.

Tak jsme si pripravili piidu pro to, abychom se konec¢né dostali k jadru
véci — jmenovité k cislu e, které je hlavnim tématem této knihy. Uvazujme



tedy specialni pfipad rovnosti (1.2), pfipad, kdy r = 1. Znamené to ro¢ni
urokovy podil 100%, a bezpochyby s tak stédrou nabidkou se nevynofi zadnéa
banka. Nicméné to, co my mame na mysli, se netyka aktualni situace, ale
je to hypoteticky pripad, ktery mé dalekosahlé matematické disledky. Pro
dalsi zjednoduseni pfedpokladejme, ze P = $1 a ¢t = 1 rok. Rovnost (1.2)
prejde v

(1.3) S=(1+1/n)"

a nasim cilem je prozkoumat chovani tohoto vyrazu pro rostouci hodnoty
n. Vysledky jsou zapsany v tabulce.

n  (1+1/n)"
1 2

2 225

3 237037

4 244141

5  2.48832
10 2.59374
50  2.69159

100  2.70481

1000  2.71692

10 000  2.71815

100 000  2.71827

1 000 000  2.71828
10 000 000  2.71828

Tab. 2

Vypada to, ze jakykoli dalsi vzrist n stézi ovlivni vysledek — zmény na-
stavaji na stale méné vyznamnych desetinnych mistech.

Ale bude tento model pokracovat? Je mozné, Ze nezalezi na tom, jak
je n velké, a hodnoty (1 + 1/n)"™ se ustali nékde okolo ¢isla 2.718287 Ta-
to domnénka se da peclivé dokézat pomoci matematické analyzy. Timto
problémem se budeme blize zabyvat ve tieti kapitole.

Neni znamo, kdo si jako prvni v§iml zvlastniho chovani vyrazu (1+1/n)"
pro n rostouci do nekonec¢na. Je pravdépodobné, ze to bylo pocatkem 17.
stoleti, kolem obdobi, kdy si anglicky matematik John Napier vymyslel své
logaritmy. Ve druhém vydani Edward Wrightova prekladu Napierova dila
Descriptio [1618] se totiz nachazi nepiimy odkaz na ¢islo, které je limitni
hodnotou naseho vyrazu — ¢islo e. Obdobi pocatku 17. stoleti bylo pozna-
menano nesmirnym ristem v mezinarodnim obchodu a financ¢ni transakce
vSech druhii se bohaté rozvijely. Mnoho pozornosti bylo vénovano pravid-
lim slozeného urokovani a je mozné, ze Cislo e se dockalo svého prvniho
uznani pravé v této souvislosti. Nicméné dale uvidime, ze i otazky, které
nesouviseji se slozenym urokovanim, také vedou ke stejnému cislu a da se
Fici, ze v priblizné stejném obdobi. Ale o tom se zminime az pozdéji, nejdii-
ve se podivame blize na matematicky proces, ktery je pivodcem e : proces
limitni.



Kapitola 2.
K limité, pokud existuje

V predchozi kapitole jsme se zabyvali zkouméanim vyrazu (1+ 1/n)™ pro
velké hodnoty n. Jisté nas muselo zarazit zvlastni chovani tohoto vyrazu.
Jak je mozné, ze se jeho hodnota ustali pravé nékde kolem ¢isla 2.718287
Provedme nésledujici ivahu: zaméiime se pouze na vyraz uvniti zavorek,
1+ 1/n. Kdyz n roste, hodnota 1/n klesd k 0 a tim se vyraz 1+ 1/n blizi
k 1, ackoli jednicky nikdy nedosdhne. Mohlo by nas to tedy svadét k tsudku,
ze pro ,skutecné velké” n muze byt 1+ 1/n nahrazeno 1. Ale 1 umocnéna
na jakékoliv ¢islo je vzdy rovna 1, takze to vypada, ze hodnota vyrazu
(14 1/n)™ se pro velké n bude blizit 1. Timto bychom mohli nase tvahy
ukoncit.

Predpokladejme vsak, ze piijdeme jinou cestou. Vime, ze kdyz ¢islo vétsi
nez 1 umocnujeme na zvétsujici se mocninu, vysledek je stale vétsi a vetsi.
Protoze 141/n je vzdy vétsi nez 1, miizeme z toho vyvodit, ze (14+1/n)™, pro
velké hodnoty n, bude bezmezné rist, tj. bude se blizit nekone¢nu. Znovu
by to mohl byt konec pribéhu.

Skutecnost, ze nas usudek je chybny, vyplyva uz z toho, Ze v zavislosti
na tom, jaky jsme zvolili postup, jsme se dostali ke dvéma odliSnym vy-
sledktim: 1 v prvnim piipadé a nekonecno v pripadé druhém. V matematice
musi byt konecny vysledek jakychkoli platnych ¢iselnych operaci, nedbaje
toho, jak jsme postupovali, vzdy stejny. Napriklad mizeme vyhodnotit vy-
raz 2 - (3 +4) tak, ze bud nejdfive se¢teme 3 a 4, dostaneme 7, a pak tento
vysledek vynasobime dvojkou, anebo nejdiive vynéasobime dvojkou 3 i 4
a pak secteme vysledky. V obou pfipadech dostaneme 14. Pro¢ jsme tedy
dostali dva odlisné vysledky pro (1 + 1/n)"?

Odpovéed je postavena na slovicku platny. Kdyz poc¢itame hodnotu vyra-
zu 2 - (3 + 4) druhou metodou, tiSe pouzivame jeden ze zakladnich zédkont
aritmetiky, zakon distributivni, ktery tika, Ze pro jakakoli tii ¢isla z, y a
z vzdy plati rovnost x - (y + 2) = -y + = - z. Pfechod mezi levou a pra-
vou stranou je platnad operace. Ptiklad neplatné operace je, kdyz napiSeme
V(9+16) = 3+ 4 = 7, chyba, kterou ¢asto délaji zacinajici studenti al-
gebry. Pfi¢ina je v tom, zZe druha odmocnina neni distributivni operace, a
vskutku jediné spravné cesta ve vyhodnocovani /(9 + 16) je nejprve secist
&isla pod odmocninou a potom odmocnit: /(9 + 16) = /25 = 5. Nase ma-
nipulace s vyrazem (1 + 1/n)™ byla stejné tak neplatna, protoze jsme si
mylné zahravali s jednim z nejzakladnéjsich pojmd matematické analyzy:
pojmem limita.

Kdyz rikdme, ze posloupnost ¢isel aq,as,as, ..., a,,... ma limitu L, pro
n jdouci do nekonec¢na, madme na mysli to, ze pokud n roste, cleny posloup-
nosti se stéle vice blizi k &slu L. Reéeno jinak, miizeme dosdhnout toho,
aby rozdil mezi a,, a L (v absolutni hodnoté) byl mensi nez néjaké pevné
zvolené kladné ¢islo, at uz je jakkoli malé; staci, kdyZ zvolime n dostatecné
velké. Vezméme napft. posloupnost 1, 1/2, 1/3, 1/4,..., jejiz obecny ¢len je
an, = 1/n. Kdyz n roste, ¢leny se stéle vice blizi 0. To znamen4, Ze pokud
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zvolime n dosti velké, miuzeme rozdil mezi 1/n a limitou 0 udélat tak maly,
jak si pfejeme. Reknéme, Ze chceme, aby 1/n bylo mensi nez 1/1000; vse, co
je potieba udélat, je zvolit n vétsi nez 1000. Kdyz potfebujeme 1/n mensi
nez 1/1 000 000, jednoduse zvolime néjaké n vétsi nez 1 000 000, atd. Aby-
chom tuto situaci vyjadiili slovy, fekneme, ze 1/n se blizi 0, kdyz n roste
neomezené, a piseme 1/n — 0 pro n — oo. Velice ¢asto pouzivame zkraceny
Zapis:
o1

lim — =0.

n—oo M
Méli bychom si uvédomit, ze tento zapis pouze vyjadruje fakt, ze se hodnota
vyrazu blizi k 0, ale nefikd nic o tom, Ze by samo 1/n bylo nékdy rovno 0
— ve skutecnosti nikdy nebude. Zde je tedy podstata pojmu limita: ¢leny
posloupnosti se mohou priblizit limité tak, jak si pirejeme, ale skutecné ji
nikdy nedosdhnou.

Pro posloupnost 1/n je vysledek limitniho procesu docela predvidatel-
ny. Nicméné v mnoha pripadech nemusi byt ihned jasné, jaka bude limit-
ni hodnota nebo zdali limita vibec existuje. Naptiklad posloupnost a,, =
(2n +1)/(3n + 4), jejiz ¢leny pro n = 1,2,3,... jsou 3/7, 5/10, 7/13,...,
se blizi limité 2/3 pro n — oo. Jak dojdeme k tomuto vysledku? Ci-
tatel i jmenovatel podélime cislem n, dostaneme tak ekvivalentni vyraz
a, = (2+1/n)/(3 +4/n). Kdyz n — oo, oboji 1/n i 4/n se blizi k 0,
tedy hodnota vyrazu se blizi 2/3. Jinym piikladem muze byt posloup-
nost a, = (2n? + 1)/(3n + 4), jejimiz ¢leny jsou 3/7,9/10,19/13,..., a
ty rostou neomezené pro m — oo. Pfi¢inou toho je pfitomnost n?, diky
némuz Citatel roste rychleji nez jmenovatel. Vysledek zapisujeme ve tvaru
lim,, oo a, = 00, ackoli striktné feceno tato posloupnost nema limitu. Limi-
ta — pokud existuje — musi byt urcité realné ¢islo, a nekonecno neni realné
¢islo.

Pojem nekone¢na matl matematiky a filozofy po staleti. Existuje ¢islo,
které je veétsi nez vSechna ostatni ¢isla? Kdyz ano, jak velké je toto ,,¢islo”?
Plati pro né stejna pravidla pro pocitani jako pro bézna ¢isla? A naopak
v malém méritku, mizeme délit kvantitu — feknéme cislo nebo tusecku —
znovu a znovu na malé ¢asti, nebo se eventualné dostaneme k nedélitelné
¢asti, matematickému atomu, ktery nemiize byt dale délen? Otazky, jako
je tato, znepokojovaly filozofy starobylého Recka vice nez dva tisice let
tomu, a znepokojuji nas dodnes — svéd¢i o tom nikdy nekoncici hledéni
elementéarnich c¢astic, téch stavebnich kvadriki, ze kterych je snad hmota
sestavena.

Z ptikladi uvedenych vyse je vidét, Zze se symbolem pro nekonecno oo
nelze pocitat jako s obycejnym cislem. Kdyz napf. polozime n = oo ve
vyrazu (2n+1)/(3n 4 4), budeme mit (200 4+ 1)/(300 +4). Nyni si musime
uvédomit, ze nasobek oo je oo, a pokud k oo pricteme néjaké ¢islo, dostaneme
opét oo. Takze nas vyraz se zredukuje na oco/oo. Kdyby oo patfilo mezi
bézna cisla, pak by byl vyraz vzhledem k obvyklym pravidlim aritmetiky
jednoduse roven 1. Ale on neni roven 1, ale — jak jsme vidéli — 2/3. Podobna
situace nastava, kdyz chceme spocitat co—oo. Svadi nas to k tomu, abychom
si fekli, ze odecitame od sebe dvé stejna cisla, dostaneme tedy 0. O tom, zZe



to nemusi byt pravda, svédéi vyraz 1/2% — [(cosx)/x]?, KdyZ x — 0, oba
¢leny se blizi nekonecnu. A pfece s malou znalosti trigonometrie lze ukazat,
ze celkovy vyraz se blizi limité 1.

Vyrazy jako co/oo nebo co—oo jsou zndmy pod nédzvem ,neurcité formy”.
Nemaji urc¢itou hodnotu; ta mize byt odhadnuta pouze pomoci limitniho
procesu. Volné feceno, v kazdé neurcité formé se stietavaji dvé kvantity,
jedna ma sklon vyraz zvétSovat, ta druha naopak zmensovat. Konec¢ny vy-
sledek zavisi na obsazeném limitnim procesu. Bézné se v matematice setka-
vame s témito neurcitymi formami: 0/0, 00/00,0 - 00, 00 — 00, 0%, 009, a 1°°.
K té posledni patiii vyraz (1 +1/n)".

Samotné algebraické iipravy neurcitého vyrazu nemusi vzdy stacit k urce-
ni kone¢ného vysledku limitniho procesu. Samoziejmé my dokazeme pomoci
pocitace nebo kalkulatoru spocitat vyraz pro obrovské hodnoty n, feknéme
milion nebo miliardu. Ale takovy vypocet muze pouze navrhnout limitni
hodnotu. Neméme zéaruku, ze tato hodnota bude opravdu vyhovovat pro
stale vetsi n. V tom je také zakladni rozdil mezi matematikou a védami,
které jsou zaloZeny na experimentech a pozorovanich, jako je fyzika nebo as-
tronomie. V téchto védach se miize stat, ze urcity vysledek, reknéme ciselny
vztah mezi teplotou daného mnozstvi plynu a jeho tlakem, ktery je podpo-
rovan velkym mnozstvim experimentii, bude povazovan za prirodni zakon.
Neexistuje vsSak cesta, jak tento zdkon dokazat matematicky. Matematic-
ky dikaz je Tetézec logickych dedukci, vSechny se opiraji o malé mnozstvi
pocate¢nich predpokladi (,axiomi”) a podrobuji se striktnim pravidlim
matematické logiky. Platnost matematického zdkona — véty — dokazou po-
tvrdit pouze nékteré fetézce dedukci. Samoziejmé mizeme udélat hypotézu,
vykreslit z ni vS§echny prozatimni vysledky, ale matematik by z toho nikdy
nevyvozoval definitivni zaveéry.

Jak jsme vidéli v predchozi kapitole, vyraz (1 + 1/n)™ by se mohl pro
velmi velké hodnoty n blizit ¢islu 2.71828 jako limité. Abychom vsak tu-
to limitu urcili s jistotou, nebo nejdrive dokazali, Ze tato limita existuje,
musime pouZit jinou metodu, nez je poéitani jednotlivych hodnot. (Mimo
ni je nutno pouzit logaritmy.) Nastésti mame k dispozici takovou metodu.
Vyzaduje vSak pouziti binomické véty. Binom (dvojélen) je jakykoli vyraz
sestavajici ze souctu dvou ¢leni; miizeme jej zapsat ve tvaru a + b. Jednim
z prvnich problémii, které fesi elementarni algebra, je nalezeni mocnin dvoj-

¢lenu, ¢ili jak se da rozlozit vyraz (a + b)" pro n = 0,1,2,.... Tady jsou
vysledky nékolik prvnich n :

(a+b)° = 1

(a+b)' = a+b

(a+b)* = a® + 2ab + v?

(a+b)? = @ +3a®b+ 3ab® + b

(a+b)* = a* + 4a®b + 660 + 4ab® + b*

Z téchto nékolika malo prikladt lze jednoduse usoudit na obecny vzorec:
rozvoj (a + b)" se sklada z n + 1 ¢lent, kazdy ma tvar a” *b* kde k =



1,2,3,...,n. Proto kdyz jdeme zleva doprava, exponent u a klesd od n do
0 (posledni ¢len miizeme zapsat jako a®b™), zatimco u b roste od 0 do n.
Koeficienty u riznych ¢lenti, znamé jako binomické koeficienty, tvofi troja-
helnikové schéma:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Toto schéma dostalo jméno po francouzském filozofovi a matematikovi Blai-
se Pascalovi (1623 — 1662), ktery jej pouzil ve své teorii pravdépodobnosti
(samotné schéma bylo zndmo jesté mnohem difve). Rikd se mu Pascaliiv
trojihelnik. V tomto trojihelniku je kazdé ¢islo souctem dvou cisel, ktera
se ve schématu nachézeji o fadek vyse nez dané cislo a lezi bezprostiedné
napravo a nalevo od néj. Napriklad ¢isla v patém radku, 1, 4, 6, 4, 1, ziskdme
z téch ve ¢tvrtém néasledovné:

1 3 3 1

NN N
1 4 6 4 1

(Vsimnéme si, ze koeficienty jsou stejné, at je ¢teme zleva nebo zprava.)

P1i pouziti Pascalova trojuhelniku mame jednu nevyhodu v hledani bi-
nomickych koeficientii: musime spocitat vSechny radky az po ten, ktery nas
vztah, ktery ndm umozni nalézt tyto koeficienty, aniz bychom potirebovali
Pascaliiv trojihelnik. Kdyz si oznaéime koeficient u ¢lenu a™~*b* jako "Cy,
potom

2.1 oy = —
(2.1) T R(n— k)
Symbol n! (¢teme n faktorial,) predstavuje souéin 1-2-3-...-n; na ukdzku

zde uvadim prvnich par hodnot n! je 1!=1, 2!=1.-2=2, 3!=1-2-3 =
6, a4l =1-2-3-4 = 24. Je také definovano 0! = 1. Demonstrujme
pouziti tohoto vzorce na piikladu mocniny (a + b)*. Obdrzime koeficienty
0o =41/(0!-4)) =1, 4C, =41/(11-3)) =1-2-3-4/(1-2-3) =4, *Cy =
41/(21-21) =6, 1C3 =41/(3!-11) = 4, a *Cy = 4!/(4! - 0!) = 1 — jsou to ta
stejna cisla, jaka se objevila v patém radku Pascalova trojihelniku.
Binomicka véta se da jednoduse dokazat pro vSechna cela kladna n, a to
pomoci matematické indukce: staci ukazat, ze kdyz véta plati pro vSechny
hodnoty az po feknéme m, pak musi platit i pro n = m—+1 (véta samoziejmé
plati pro n = 1, protoze (a+b)! = a+b). V&imnéme si, Ze mocnina (a + b)"
ma pravé n+ 1 ¢lentd. O rozsifeni platnosti této véty pro pripad, ze n je celé



zaporné ¢islo nebo zlomek, se zaslouzil Isaac Newton. V téchto ptipadech
bude suma obsahovat nekone¢né mnozstvi ¢lent.

Vnimavy pohled na rovnici (2.1) ukézZe, Ze ji mtzeme piepsat do tvaru:
(2.2) an:n-(n—l)-(n—2)-...-(n—k—f—l)‘

k!

Staci si uvédomit, ze n! =1-2-3-...-n, zatimco (n—k)! =1-2-3-...-(n—k),
tedy vSechny ¢initele od 1 do (n—k) v ¢itateli rovnice (2.1) mizeme pokratit
s témi ve jmenovateli, a a zistane tam pouze n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1).
KdyZ budeme mit na paméti rovnici (2.2), miaZzeme aplikovat binomickou
vétu na vyraz (1 +1/n)". Madme a =1 a b = 1/n, tedy

(o3) = ()57 ()
+n.(n—1).(n—2).(1>3+

3! n

1 n
+(3)
n
Po jednoduchych tupravach dostaneme

1\" 1-1 1—1)Y.(1-2 1
1+ — :1+1+( n)+( ”) ( n)+---+—.
n 2! 3! n"

ProtoZze my hledame limitu vyrazu (1 + 1/n)™ pro n — oo, musime dovolit
n, aby rostlo neomezené. Se zvétSujicim se n je v rozvoji stale vice c¢lend.
Dalsim dtisledkem je, ze pro velké hodnoty n se budou vyrazy v zavorkach
blizit 1, protoze limity 1/n,2/n,... pro n — oo jsou vSechny 0. Dostaneme
tedy nekonecny soucet

1\" 11
im (14+=) =1+1+—+—+...
ninéo(+n) TR T

Musime dodat, ze toto odvozeni neni vhodné k dikazu, ze hledana limita
skutecné existuje. Kompletni dikaz naleznete v nasledujici kapitole. Ale
nyni berme existenci této limity jako fakt. Oznacime-li ji pismenem e (vice
o volbé tohoto pismene pozdéji), budeme mit
1 1 1
622—1—54—54—1-}—...

V pristi kapitole rovnéz ocenime pohodlnost tohoto postupu pfi pocitani
e. Soucet uvedené nekonecné rady se totiz mnohem rychleji blizi limitni
hodnoté, nez kdybychom po¢itali pfimo (141/n)". Prvnich sedm ¢aste¢nych
souctn této rady je:

2 = 2
241/2= 2.5
241/241/6 = 2.666. ..
241/2+1/6+1/24 = 2.708333. ..
241/241/6+1/24+1/120 = 2.716666 . . .
241/241/6+1/24+1/120 4 1/720 = 2.7180555 . ..

24 1/2+1/6+1/24+ 1/120 + 1/720 + 1/5040 = 2.718253968 . . .
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Uz z této kratké ukdzky mtzeme usoudit, ze fada konverguje velmi rychle.
Je to proto, Ze roste velmi rychle k! ve jmenovateli kazdého ¢lenu, a tim
pridéavané zlomky meéni hodnotu vyrazu na stale méné vyznamnych dese-
tinnych mistech. Navic protoze jsou vSechny ¢leny kladné, konvergence je
monoténni : kazdy dodany ¢len nas priblizi k limité; neni to tak u fad s al-
ternujicimi (st¥idavymi) znaménky. Tento fakt hraje roli v diikazu existence
lim,, (1 +1/n)". Tim se v8ak budeme zabyvat v nasledujici kapitole.
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Kapitola 3.
Existence limity

Jak uz vime, ¢islem e nazyvame v matematice limitu

1 n
lim (1 + —) .
n—oo n

Nez se vsak pustime do diikazu existence této limity, odvodime, resp. pii-
pomeneme si nékteré poznatky, které budeme dale potfebovat.

Meéli bychom si uvédomit, ze pii hledani lim, . (14 +)™ hleddme vlastné
limitu posloupnosti, jejiz n—ty ¢len ma tvar (1 + %)" Pripomenme si tedy
nékteré zakladni znalosti o posloupnostech.

Necht je dana posloupnost:

(31) ai, az, az, ....

Mnozinu vsech ¢isel, jez jsou c¢leny této posloupnosti, nazveme mnozinu
véech ¢lenti posloupnosti (3.1), a na okamzik ji ozna¢ime pismenem M. Ci-
slo  je tedy prvkem mnoziny M pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedno
prirozené cislo n takové, ze je a,, = x. Naptiklad u nasi zkoumané posloup-
nosti se mnozina M sklada ze vSech ¢isel tvaru (1+ %)", nékolik jejich élentt
naleznete v Tabulce 2 (Kapitola 1.). Je-li mnozina M shora omezena, tj.
existuje-li ¢islo k tak, ze pro vSechna n je a, < k, budeme fikat, ze po-
sloupnost (3.1) je shora omezend. A pravé s omezenymi posloupnostmi se
budeme setkavat, ukazme si tedy jednu velmi dilezitou vétu, ktera se jich
tyka.

3.1. Véta. Necht je dana neklesajici posloupnost ai, as, as, .... Je-li tato
posloupnost shora omezena, mé vlastni limitu

lim a, = sup a,.
n—00 n=1,2,...

3.2. Poznamka. Mnozi z vés se asi pozastavili nad zapisem sup,,_; 5 -
Je to pojem, se kterym se setkate na vysoké skole, my jej ovSem potiebujeme
k dikazu véty, proto si jej trochu priblizime.

Predpokladejme, ze méme neprazdnou shora omezenou ¢iselnou mnozinu
M. Pak tvrdim, ze existuje pravé jedno c¢islo GG, které ma tyto vlastnosti:

1. Z4dné ¢&islo mnoziny M neni vétsi nez G.

2. Je-li G’ libovolné ¢islo mensi nez G, existuje aspon jedno ¢islo mnoziny
M, jez je vétsi nez G'.

Tomuto ¢islu G fikdme supremum mnoziny M (znacka sup M) nebo téz
horni hranice M.

Laicky fefeno, supremum mnoziny je nejmensi ¢islo, které je vétsi (mi-
nimalné rovno) nez vSechna ¢isla mnoziny. Stejné tak pro zdola omezené
mnoziny existuje infimum, tj. nejvétsi ¢islo, které je mensi (maximalné rov-
no) nez vsechna ¢isla mnoziny.
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Diikaz existence suprema zde nebudeme provadét, je to predmétem studia
na vysoké skole. Pro zdjemce o samostatné studium doporucuji: V. Jarnik,
Diferencidlni pocet I ([D1]).

Dukaz. Vratme se nyni k dikazu Véty 3.1. VySe jsme oznadili jako M
mnozinu vSech ¢lend posloupnosti ay, as, asz, .... Podle predpokladu je
tato mnozina shora omezena, existuje tedy supremum G = sup,,_; 5 Gn.
Predevsim je a, < G pro vSechna n. Za druhé: kdyz zvolime ¢islo € >
0, existuje v posloupnosti aspon jeden ¢len vétsi nez G — ¢, to znamena,
Ze existuje prirozené cislo ng takové, ze a,, > G — . Protoze uvazujeme
posloupnost neklesajici, je a, > an, pro n > ng a plati G — ¢ < a,, <
G < G +¢, tj. la, — G| < e. Nasli jsme tedy takové ¢islo, ze vzdy muzeme
udélat rozdil mezi nim a ¢lenem posloupnosti mensi nez néjaké pevné zvolené
kladné ¢islo €. A jak jsme vidéli v predchozi kapitole, je toto ¢islo limitou
posloupnosti, tudiz lim,, o, a, = G = sup,,_; 5 an.

Pro nerostouci zdola omezenou posloupnost plati obdobna véta; limita
této posloupnosti je pak: lim,,_,o a, = inf,—12 . a, (infimum mnoziny).
Dtikaz se provadi stejnym zptisobem, a proto jej ponechavam na ctenari.

Nésledujici pomocné véta se tyka nerovnosti mezi redlnymi cisly. Jedné
se o zndmy vztah mezi geometrickym primérem {/z1xs... 7, a aritmetic-
kym priamérem W nezapornych realnych ¢isel z1, =3, ..., x,.
Uvedeme ji i s diikazem vzhledem k jeho jednoduchosti.

3.3. Lemma. Necht je n € Nanecht z; (k =1, 2, ..., n) jsou nezaporna
realnd cisla. Potom plati :

(3.2) ”xlxz...xngwl+x2+.”+xn,
n

pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 1 = 29 = --- = x,,.

Dukaz. Rovnost (3.2) se d4 napsat:

L1+ To AT,
n )

(3.3) T1To ... Ty < (

a v tomto tvaru ji budeme dokazovat. Pro nas dikaz je podstatné, ze tuto
rovnost umime dokazat tak jednoduchym prostfedkem, jako je matematicka
indukce. Nerovnost (3.3) pro n = 1 plati trividlné. Zdivodnéni pro n = 2 je
rovnéz jednoduché, protoze nerovnost

2
— (#)

lehce vyplyva z platného vztahu
2
0 < (z1 —x2)~.
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Indukci Ize provadét vice zptisoby, moznéa se s néjakym z nich setkate napft.
na vysoké skole, my pouzijeme zplisob ne tak bézny, ale zato jednoduchy.

Nejprve si povSimneme, Ze tvrzeni ziejmé plati v piipadé, ze alespon
jedno z ¢isel z, k=1, 2, ..., n, je 0 (protoze pak je geometricky pramér
roven 0), nebo plati-li x1 = x9 = - -+ = x,, (pak nastava rovnost). Abychom
si jesté zjednodusili postup, udélame takovy trik: Necht A je kladné realné
¢islo, nahradime v (3.3) vSechna zj nasobky Az, a dostaneme:

(3.4) Atzixo .. 1, <A™ <x1+x2+...xn> )
n

Nerovnice (3.4) je splnéna pravé tehdy, kdyz plati nerovnice (3.3). Mizeme
proto predpokladat, ze

T1+T2+ 0+ Ty =M,

a provést diikaz pouze pro tento pripad. S ohledem na komutativitu s¢itani
a nasobeni a predem vyloucené pripady staci v uvazovaném pripadé ukazat,
ze plati z1x5 ... 2, < 1. Pron = 2 jsme tvrzeni jiz dokazali, udélejme to ale
jesté jednou. Cisla z1, = miZeme po eventudlni vzijemné vyméné napsat
jakox1 =1—¢, x9 =1+¢, pro 0 < e < 1, a plati

1+ +1-2))
)

x1x2:1—€2<1:<

Necht tedy tvrzeni plati pro jisté n € N; ukdzeme, ze pak platii pro (n+1),
¢imz bude diikaz indukci dokonéen. Predpokladejme, ze plati

r1+ 2o+ + Ty FTpp1 =n+1,

pricemz budeme mit s¢itance, ktefi nejsou vesmés rovny 1. S ohledem na
komutativitu mtzeme predpokladat, ze

Tpp1=1—e<1, z,=14n>1

pro 0 < e <1, 0 <n. Nyni zavedeme x,, = x,, + ©,41 — 1 =1+ n —¢, plati
tedy 1 +x2+---+2! = n, a podle indukéniho pfedpokladu z125 ... 2], < 1.
Dale si vSimneme, ze

Tnni1 = (L+n)(1—e) = (1 +n—¢€) —ne <,

plati tedy
T1T2 .. . Tpa1 < 331.’132...513; <1

a indukéni krok je tak dokoncen. Rovnost nemtize nastat v jiném piipadé,
nez ktery jsme predem vyloudili, tj. z1 = zo = --- = x,,. Dtikaz je tedy
hotov.
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Nyni uz mame veskery matematicky aparat potfebny k tomu, abychom
mohli Fesit problém existence limity (1 4+ 1/n)™ pro n — oo. Nejprve si
vS§imneme monotonie v chovani tohoto vyrazu.

3.4. Véta. Polozme:

1 n 1 n+1
:(1+_) ,bn:<1+—> n=12,....
n n

Pak je posloupnost {ay}>2 ; rostouci a posloupnost {b, }°2 ; klesajici.

Dukaz. Posloupnost {a, }°2 je rostouci pravé tehdy, kdyz pro kazdé n je
ap, < ap+1. Dikaz provedeme pomoci AG-nerovnosti (Lemma (3.3)), kterou
pouzijeme na soucin n ¢initelt (14 1/n) a 1. Budeme mit

"R/ L1T2 . Tl = 1 +

a dale
1+t an n(l+5)+1
n+1 B n+1 B

(n+1)+1 1 1

n+1 +n+1'

Na zakladé lemmatu (3.3) plati "*{/(1+ ) <1+ ?, (plati ostra nerov-

nost, protoze ¢initelé si nejsou vesmés rovni); odtud umocnénim obou stran
nerovnosti na n + 1 dostaneme:

1 n 1 n+1
:(14‘5) <1+?) :an+1 (n=1,2,...).

Tedy {a,}52, je rostouci posloupnost.
Pro druhou c¢ast dikazu polozme x1 =29 =--- =2, =1+ n+r1, Tptl =

2
<1 + n+1> . Potom

(3.5)
1 \" 1 \?
"+\1/—n = "1 -1 =
T1T2 Tp+1 \/( +n—1—1) ( +n+1>
1 n+2
— ”*i/(l + )
n—+1
a 2
+2 +2
r1+ -+ Tp+1 ’I”LZ—H + (Z_H> ozn.
e e M’I’l+1
n—+1 n—+1
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Po jednoduché upraveé dostaneme:

n+12+m+1)2%+Mn+1)+1

M = (n+1)3 B
(3.6) :1+{ RN N }<
n+l (n+1)2 (n+1)3|
<1+{ R S +---+;+..l:1+l
- n+1 (n+1)2 (n+1)3 (n+ 1)k n

[ /
~~

s . 1
geometricka rada s kvocientem T

n+2
Z (3.5) a (3.6) na zakladé lemmatu 3.3 vyplyva "T/(l + ﬁ) <1+

odtud umocnénim obou stran nerovnosti na n + 1 dostaneme:

n+2 1 n+1
) <(1+—) =b, (n=1,2,...)
n

Tedy {by,}72; je klesajici posloupnost. Timto je ditkaz véty hotov.

b =1

Ztejmé pro kazdé n € N plati a,, = (1 + %)n < (1 + %)nﬂ = b,, a proto
je pro kazdé n € N a,, < b, < by = 4. Posloupnost {a,, }°°; je tedy shora
omezend a podle predchozi véty také rostouci. Uz vime (na zdkladé véty
(3.1)), ze posloupnost s takovymi vlastnostmi ma kone¢nou limitu

1 n
lim a, = lim (1 + —) ,
n— oo n— 00 n

kterou jsme jiz dfive oznagcili e. Dale si vSimnéme, zZe

1 n+1
lim b,, = lim (1 + —) =
n

n—oo n—oo
. 1 . \" .
= lim (1+—-)-lim (14+—-] = lim a,
n— oo n n—oo n n— oo
N vV v
1 an

Tedy

1 n 1 n+1
e= lim (1+—) = lim (1+—)
n— oo n n—00 n

a vzhledem k tomu, ze {a,, }52; ({b,}52 ) je rostouci (klesajici) posloupnost,
plati:

1 n 1 n+1
(3.7) an:(l—i-—) <e<(1+—) =b, (n=1,2,...)
n n
Nerovnosti (3.7) poskytuji moznost uré¢it pfiblizné hodnotu ¢isla e, napi.
pro n = 1 dostaneme 2 < e < 4, pro n = 2 zase % <e< % atd. Ale

my uz vime, Ze to neni zrovna nejvhodnéjsi postup pro vypocet cisla e.
V nésledujici kapitole si fekneme néco o postupu pohodlnéjsim, jakym je
pocitani e pomoci nekonecné rady.
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Kapitola 4.
Pohodlny postup pro vypocet e

V Kapitole 2. naseho povidani jsme si ukézali, jak se d& elegantné spo-
citat lim,, 00 (1 + %)n pomoci nekoneéné fady >~ % Vyuzijeme tohoto
poznatku a ukazeme si, jak se da jesté jinym zptisobem dopracovat k exis-
tenci limity (1 + %)n a jaké z toho plynou dusledky.

Nejprve ukazeme, ze posloupnost

1 1 1

TR o n=123,...

konverguje (mé limitu), kdyz n roste nade vSechny meze. Soucet » . _, %

(1 se d4 napsat jako g;) roste s kazdym pfidanym ¢lenem, mame tedy s, <
Sn+1 pro kazdé n; t.j. posloupnost s,, je monoténné rostouci. Po¢inaje n = 3
plati také n! = 1.2.3...n > 1.2.2...2=2""1 proto

1 1 1
(4.2) sn<ltld o4 gt oy
pron = 3,4,5,.... V tomto souctu ¢leny poc¢inaje druhym v poradi tvofi

¢leny geometrické fady s kvocientem 1/2. Soucet této rady je (1—1/2")/(1—
1/2) = 2(1 — 1/2™) < 2. Méame proto s, < 1+ 2 = 3, coz ukazuje, Ze
posloupnost s,, je shora omezena trojkou (t.j. hodnoty s, nikdy neptevysi
3). Nyni pouZijeme zndmé tvrzeni z analyzy (viz véta ()): Kazda omezena
monoténné rostouci posloupnost ma limitu pro n — oco. Tedy s,, konverguje
(blizi se) k limité S. Z (4.1) a (4.2) je ihned vidét, ze S lezi mezi 2 a 3.

Nyni uvazujme posloupnost a,, = (1 + 1/n)". UkdZeme, Ze tato posloup-
nost konverguje ke stejné limité jako s,. Podobné jak jsme to udélali v Ka-
pitole 2. pouzijeme na vyraz (1 + %)n binomickou vétu:

1 nrn-1) 1 nn—1)n-2)...1 1
n 2! n n! nn

1 1 1 2 n—1 1
1414 (1) =4+ (1-=)(1=-2).. (1- =
n) 2! n n n n!

Protoze hodnoty vyrazi v zavorkach jsou vzdy mensi nez 1, mame a,, < s,
(ve skute¢nosti a,, < s, pocinaje n = 2). Proto posloupnost a,, je rovnéz
shora omezend. Navic a, roste monoténné, jak jsme jiz ukazali v jedné
z predchozich kapitol. Tedy a,, mé limitu pro n — co. Oznacime ji pismenem
A.

Nyni ukézeme, ze S = A. Protoze s,, > a, pro vSechna n € N, mame
S > A. Ted ukéazeme, Ze stejné tak plati i S < A. Necht m < n je pevné
zvolené prirozené ¢islo. Vezmeme prvnich m + 1 ¢lent posloupnosti a,,

1 1 1 2 m—1 1
1+14+(1-=) =+ 4 (1=} (1=2).. (1- =
n) 2! n n n m!
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Protoze m < n a vSechny c¢leny jsou kladné, je posledni soucet mensi nez a,,.
Kdyz ted nechdme n neomezené rist a m podrzime pevné, bude se soucet
blizit s,,, zatimco a,, se bude blizit A. Mame tedy s, < A, a tudiz S < A.
Protoze plati zaroven S > A a S < A, vyplyva z toho S = A, coz jsme
chtéli dokazat. Limitu A jsme jiz predem oznacili e. Je tedy
, 1 1 1
e_nl—>nolo<1+]_'+2'+ +m>

Je na case, abychom si ukazali, v ¢em tkvi vyhoda pocitani e z této neko-

neéné fady. Z tohoto divodu vezméme v tvahu s,, z (4.1) a navic polozme
1 1 1 1
se=14 gyttt

Pron > k vznika si z s, tim, Zze ve vyrazu pro s, ponechame vpravo z n—+1
sCitancti pouze prvnich k + 1 sc¢itanct, takze

Sp > S pron > k.

Miuzeme tedy napsat

(4.3) Sn = Sk + Tk.n,
kde

11 1 1
T = ((k;+1) Ty T (k+1)(k;+2)...(n—1)n)'
Tento zbytek odhadneme Shora a to tak, ze vSechny vyrazy v zavorkach
nahradime k + 1, je totiz k—+2 <3 +1’ atd. Dostaneme

1 — 1

Polozime-li 47 = ¢, je

/

1 «— 1 _
EZ—mZ g+ +--+q"h)=
m=1 ~ ,
¢leny geometrické posl.

Clq(l—¢"%) 1 ¢

Tk 1—g SH1- q
Dosadime zpatky za ¢q a po jednoduché tpravé dostaneme ry, ,, < ﬁ Podle
(4.3) je tedy s, < sk + 4. Vtip je v tom, Ze pro vSechna ¢isla s, od (k +
1)-vého pocinaje, tj. pro Sgi1,Sk+2,Sk+3,..., dostavame tutéz nerovnost,
nebof pravé strana nezavisi na n. A proto také e < s + ﬁ Pro kazdé celé
k >3 je tedy

1
k.k 12! k') — k.E!
Jezto pro vétsi hodnoty k£ je ﬁ velmi blizko nule, lze takto ¢islo e velmi
pohodlné pocitat. Napt. ﬁ < %; odtud vypocteme e s chybou mensi
nez 1077 (je tedy |e — 2.7182818| < 107 7). Pro k = 14 dostavame ¢islo
e s chybou mensi nez 107'2; zkuste to propodcitat, vyjde pro e piiblizna
hodnota 2.71828182845. ..

) 1 1 1 1
Sk < e < s+ th0<e—(1+ 45+ +5) <0
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Kapitola 5.
Jesté néco navic pro naroc¢né

Komu nahodou nestaci dvé vyjadreni ¢isla e, nemusi zoufat, protoze pri-
béh e zdaleka nekonc¢i. Vzpomeneme jesté dilo Leonharda Eulera (1707 —
1783), jehoz jméno je tésné spjato s pojmenovanim ¢isla e — Eulerovo éislo.
O tom, ze toto pojmenovani neni nahodné a je zcela zaslouzené, se zminime
v dalsich ¢astech clanku. Nyni se zamérfime na Eulerovo dilo Introductio,
v némz autor pojednava o jiném druhu nekonec¢ného procesu, nez s jakym
jsme se doposud setkali, a jmenovité o nekonecnych retézovych zlomcich.

Vezméme naptiklad zlomek 13/8. MiZeme jej napsat jako 1 4+5/8 =1+
1/(8/5) =1+1/(1+3/5), a v tomto procesu bychom mohli déle pokracovat.
Méme tedy:

Euler dokéazal, ze kazdé racionalni ¢islo se d& zapsat jako konecny fetézovy
zlomek, zatimco iracionalni ¢islo se da znazornit pomoci nekone¢ného reté-
zového zlomku, tj. kde fetéz zlomkt nikdy nekon¢i. Napriklad pro iracionalni
¢islo v/2 méame:

V2=1+

2+
2+

1
24...

Euler také ukézal zptisob, jak zapsat nekonecné rady ve formé nekonecnych
fetézovych zlomkt, a obracené. Pro ¢islo e pouzil vyjadfeni pomoci neko-
necné fady 1+ % + % + ..., a nasel tak nejenom zapis e pomoci fetézového
zlomku, ale také mnoho dalSich, které s timto ¢islem souviseji. Pro ukazku
uvadime dvé z nich:
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1+

1+...

Vsimnéme si ndpadné pravidelnosti ve vyjadfeni ¢isla e ve formé fetézového
zlomku. Mohlo by to svadét k domnéni, ze tak je tomu vzdycky. Ale neni to
bohuzel pravda, ¢islo e patii spiSe mezi vyjimky (stejné jako vysSe uvedena
V2).

Komu by se nelibilo, ze u vyjadfeni e se v ¢itatelich zlomki vyskytuji i
jina ¢isla nez 1, nabizim jesté jedno reSeni.

1

e=2+

1+

2+

1+
1

1
+4—|—...

5.1. Poznamka. Mozna se nékdy setkate s jinym zapisem fetézového
zlomku. Je to pravé pro pripad, ze jsou v citatelich samé jednicky, takze
se v zapise pouzivaji pouze Cisla, ktera se pricitaji ke zlomkim. V nasem
pripadé

e=102;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,...].
Miuzeme pouzit i obecny zapis

e=[2;a1,as,...,ak,...]

kde azm — A3m—2 = ]., az3m—1 — 2m (m = ].727 Ce )
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Kapitola 6.
Kvadratura hyperboly

V prvni kapitole naseho povidani jsme si ukézali, jak mohou financni
zéalezitosti prispét k rozvoji matematiky. Pomoci nich jsme nalezli ¢islo e,
které, jak jesté dale uvidime, ma zajimavé vlastnosti a predevSim ma ob-
rovsky vyznam pro matematiku. Tato kapitola by nas méla presvédcit, ze i
zalezitosti, které zdaleka nesouviseji s tim, co uz tady bylo feceno, mohou
vést ke stejnému cislu. Zabruslime tak trochu do geometrie.

Snad vsichni zaregistrovali, ze kapitola ma nazev ,Kvadratura hyperbo-
ly”, ale asi méloktery z Vas zna vyznam obou téchto slov. Takze na za-
¢atku by bylo vhodné si k tomu néco fici. Kvadraturou nazyvame naleze-
ni plosného obsahu uzavieného rovinného utvaru. Slovo se vztahuje pfimo
k charakteru problému: vyjadrit plochu v jednotkéch plochy, tj. ve c¢tver-
cich (kvadratech). Rekové chapali tento tikol tak, ze dany ttvar ma byt
pretvoren na néjaky ekvivalentni, jehoz plochu lze najit pomoci zdkladnich
pravidel. Uvedeme jednoduchy piiklad: predpokladejme, Ze chceme najit
obsah obdélniku se stranami a a b. Pokusime seej pietvorib na étverec
stejného obsahu, musi tedy platit 22 = ab nebo z = v/ab. Sestrojit tusecku
této délky neni pro nas zadny problém. Staci si vzpomenout na Eukleidovu
vétu o vysce (v? = ¢, - ¢p) a pak jiz pomoci pravitka a kruzitka provedeme
jednoduchou konstrukci, jak je ukazano na obr. 1.

Obr. 1

Umime tedy udélat kvadraturu jakéhokoli obdélniku, a tudiz i jakéhokoli
rovnobézniku a trojuhelniku, protoze z téchto utvari lze ziskat obdélnik
jednoduchou konstrukei (viz obr. 2). Plyne z toho i kvadratura libovolné-
ho mnohothelniku, protoze kazdy mnohothelnik se da rozdélit na konecny
pocet trojuhelniki.

Obr. 2a

Obr. 2b
Obr. 2¢

S pribéhem casu k vyTeseni nekterych problému nestacil pouze tento ryze
geometricky pohled, ale zacalo se sméfovat k odhadiim. OvSem sestrojovani
ekvivalentnich atvart se bralo v ivahu az tehdy, kdyz se ukazalo, Ze pfi
sestrojovani byly pouzity pouze zakladni konstrukce. Vhodnym piikladem
toho, kdy tomu tak nebylo, je napriklad Archimedova exhaustni metoda.
Ziejme jste se s timto pojmem jeSté nesetkali, feknéme si tedy alespon, ze
to byla metoda, ktera zahrnovala nekone¢né mnoho krokt. Hezkym prikla-
dem muze byt pocitani obsahu kruhu, kdy se kruh rozdéli na vysece, které
se nahradi trojuhelniky, jejichZ jeden vrchol je ve stiedu kruhu a ostatni dva
jsou body zvolené na jeho obvodu. Tyto trojihelniky se pak vhodnym zp1i-
sobem poskladaji (viz obr. 3), a v limitnim pf¥ipadé, kdy kruh rozdélime na
nekonecné mnoho stejnych trojuhelniki, dostaneme obdélnik, jehoz obsah
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uz umime spocitat.

4

o

Obr. 3

NI

Tato metoda ale z vyse uvedenych divodi nemohla projit — zahrnova-
la totiz nekonecné mnoho krokt a nebylo ji mozno dosdéhnout pomoci ryze
geometrickych prostredkt. Od tohoto omezeni bylo upusténo az kolem ro-
ku 1600, kdy do matematiky vstoupily infinitezimalni procesy, tj. procesy
souvisici s nekonec¢né malymi veli¢inami.

Mezi utvary, které tvrdohlavé vzdorovaly vSem pokustim o kvadraturu,
patii bezpochyby hyperbola. Mozna jste nékdy slyseli definici, Ze je to mno-
zina bod1, které maji stejny rozdil vzdalenosti od dvou pevné danych bodt
(tzv. ohnisek). Taky jste se mohli setkat s tvrzenim, ze grafem nepiimé
umérnosti je pravé hyperbola. Z ryze geometrického hlediska je hyperbola
kiivka ziskana tak, ze kuzel protneme rovinou, ktera svira s jeho zakladnou
thel vétsi nez jeho strana (odtud piedpona ,hyper”, coz znamena vice nez).
Kuzel si mozna mnozi z Vas predstavuji jako zmrzlinovy kornout, my vsak
na rozdil od néj uvazujeme kuzel, ktery se sklada ze dvou casti, jez maji spo-
le¢nou osu (viz obr. 4). Proto ma hyperbola dvé oddélené vétve, které jsou
symetrické. Navic k hyperbole lze najit dvojici pfimek s ni spojenych, jme-
novité jsou to dvé tecny k této kiivce s ,bodem dotyku” v nekonecnu. Kdyz
se pohybujeme po vétvich smérem od stfedu, blizime se stale vice k jedné
z téchto primek, ale ve skutecnosti ji nikdy nedosdhneme. Témto pfimkam
se Fikd asymptoty hyperboly (v feétiné toto slovo znamend ,nesetkat se”).

Obr. 4

Rekové studovali fezy kuzele pouze z geometrického hlediska. V sedm-
nactém stoleti vSak doslo k objeveni analytické geometrie, a studium geo-
metrickych utvart, zvlasté kiivek, se stalo soucasti algebry. Misto kiivek
samotnych se zavedly rovnice spojené s r—ovou a y—ovou soufadnici bodt
na kiivce. Ukéazalo se, ze kazdy Fez na kuzeli (prunik roviny s kuzelovou
plochou) lze vyjadrit pomoci kvadratické rovnice o dvou proménnych, jejiz
obecny tvar je Ax? + By? + Caxy+ Dz + Ey = F. Miizeme takto napsat na-
pf. rovnici kruznice, elipsy, hyperboly, paraboly nebo dvojice riznobéznych
primek. Pro ilustraci vezmeme A= B =F =1a(C =D = F =0 a dosta-
neme rovnici 22 + 32 = 1, jejimz grafem je kruznice se stfedem v poéatku a
polomérem 1 (jednotkova kruznice). Hyperbola na obr. 5 odpovida pfipadu
A=B=D=FE=0aC =F =1, jeji rovnice je zy = 1 (nebo y =1/z), a
jejl asymptoty jsou osa x a osa y. Jelikoz jsou jeji asymptoty na sebe kolmé,
dostala pojmenovani rovnoosa hyperbola.
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y=+
Obr. 5

Jiz Archimedes se pokousel o kvadraturu hyperboly, ovSem bezuspésné.
Kdyz na pocatku 17. stoleti byla objevena metoda infinitesimalniho poctu,
matematikové obnovili pokusy o dosazeni tohoto cile. Vzhledem k tomu,
ze hyperbola je na rozdil od kruznice ¢i elipsy krivka, kterda ,utikd” do
nekonecna, musime si vyjasnit, co minime v tomto pripadé kvadraturou.
Na obr. 6 je znazornéna jedna vétev hyperfoly zy = 1; na xrové pse jsme
vyznagcili jeden pevny bod x =1 a libovolny bod z = t.

Obr. 6

Plochou pod hyperbolou budeme rozumét plochu ohrani¢enou grafem
funkce zy = 1, osou z, a svislymi pfimkami (tseckami) x = 1 a x = t.
Samoziejmé c¢iselnd hodnota této plochy bude zaviset na volbé ¢, a tudiz
plocha bude funkci ¢. Oznacéme ji jako A(t). Méli bychom tedy nalézt tuto
funkci. Zvolime cestu historickou a podivame se, jak se s pritbéhem casu
vyporadali s timto problémem matematikové.
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Kapitola 7.
René Descartes a Pierre de Fermat

Kolem pocatku 17. stoleti se nékolik matematikti pokouselo nezavisle na
sobé fesit problém kvadratury hyperboly. Byli mezi nimi Pierre de Fermat
(1601 — 1665) a René Descartes (1596 — 1690), ktefi spolu s Blaise Pasca-
lem (1623 — 1662) vytvorili tzv. velky francouzsky triumvirdt matematikt
v letech jesté pred vznikem analyzy. Stejné jako Bach a Héndel v hudbé
jsou Descartes a Fermat zminovani dohromady a povazovani za jakasi ma-
tematicka dvojcata. Nicméné nehledé na to, ze oba byli Francouzi a témér
soucasnici, tézko by nékdo hledal dva lidi sobé méné podobné. Descartes
zacal sviij profesionalni zivot jako vojak pozorujic akce v mnoha regional-
nich vélkach, které touto dobou zufily v Evropé. Casto ménil své nazory a
prohlaseni v zavislosti na tom, co zrovna vyzadovala sluzba. Jednou v noci
mél podivny sen — vizi, ze mu Buh svéril kli¢ od tajemstvi vesmiru. A tak
se Descartes jesté v dobé vojenské sluzby obratil k filozofii a brzy se stal
vyznamnym filozofem v Evropé. Jeho mottd: , Myslim, tedy jsem.” vyjadiu-
je jeho viru v racionalni svét ovladany rozumem a matematickym vzorem.
jmem. Publikoval pouze jednu vyznamnou matematickou praci, ale stacilo
to k tomu, aby ovlivnil smér vyvoje matematiky. Vrjeho di}@(%gygéométrie,
publikovaném v roce 1637, predstavil svétu analytickou geometrii.

Kli¢ovou myslenkou analytické geometrie — napadla Desgarta, kdyz jedno
rano lezel v posteli a pozoroval mouchu lezouci po stropé, — je popsat kazdy
bod v roviné dvéma cisly, jez vyjadiuji vzgalenosti tohoto boduod dvou
piimek — soufadnych os (obr. 7).

Obr. 7

Tato cisla, tzv. souradnice bodu, umoznila Descartovi zapsat geometrické
vztahy ve tvaru algebraickych rovnic. Souradnice bodt napt. na kfivce pova-
Zujeme za promeénné a vSechny obecné vlastnosti kiivek vyjadiime pomoci
rovnic pravé s témito proménnymi. Uvedeme jednoduchy ptiklad: jednot-
kova kruznice je mnozina bodi (v roviné), které jsou vzdalené od stiedu
pravé o jednu jednotku. Kdyz zvolime stfed kruznice za pocatek souradné-
ho systému a pouzijeme Pythagorovu vétu, dostaneme rovnici jednotkové
kruznice 22 4+ y2 = 1. Descartes to oviem nemél tak jednoduché jako my
v dnesni dobé€, protoze jeho souradny systém nebyl pravouhly, ale sikmy, a
navic uvazoval pouze kladné soutradnice, tj. body v prvnim kvadrantu.

La Géomeétrie méla ohromny vliv na nasledujici generace matematiki,
mezi nimi byl i mlady Isaak Newton, ktery studoval latinsky preklad to-
hoto dila. Descartova prace se v mnohém blizila klasické fecké geometrii,
jejiz podstatou byly geometrické konstrukce a diikazy. Timto se geometrie
odlisovala od algebry a pozdéji i od analyzy.

Pierre de Fermat byl Descarttiv pravy opak. Zatimco Descartes stale meé-
nil misto pobytu, svou oddanost vii¢i néemu a své zaméstnani, Fermat je
prikladem stability; prave proto, ze mél tak neménny zivot, existovalo o ném
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malo historek. Zacal budovat svoji kariéru jako verejny sluha a v roce 1631
se stal ¢lenem parlementu (spravni rady) mésta Toulouse. A na tomto misté
ziistal do konce zivota. Ve svych volnych chvilich studoval jazyky, filozofii,
literaturu a poezii, ale jeho nejvétsi oddanost patrila matematice, kterou
povazoval za jisty druh intelektudlni relaxace. I kdyZz mnozi matematici je-
ho doby bylo zaroven fyziky nebo astronomy, Fermat byl ztélesnénim ryzi
matematiky. Zabyval se hlavné teorii ¢isel, ,,nejryzejsi” ze vSech vétvi mate-
by tvrzeni, Ze rovnice x" + y"™ = 2" nema Teseni v celych kladnych cislech
mimo piipad, kdy n = 1 nebo n = 2. Pfipad pro n = 2 znali uz Rekové,
a to ve spojeni s Pythagorovou vétou. Védéli, ze existuji jisté pravouhlé
trojihelniky s celoc¢iselnymi stranami, znali napt. trojuhelniky se stranami
3, 4, 5 nebo 5, 12, 13 (vskutku 32 + 42 = 52 a 52 + 122 = 132). Bylo tedy
prirozené polozit si otazku, zda miize mit podobna rovnice pro vyssi mocni-
ny z, y, a z také celo¢iselné feseni (vylou¢ime trivialni piipady 0, 0, 0 a 1,
0, 1). Fermatova odpovéd znéla: ne. Na okraji Diofantova dila Arithmetica,
klasické prace z teorie Cisel napsané v Alexandrii v tfetim stoleti n.l. a pfe-
lozené do latiny v 1621, knihy, kterou Fermat vlastnil, se nalezly Fermatovy
poznamky. Stalo tam: ,,Rozdélit tfeti mocninu na dvé jiné tfeti mocniny,
¢tvrtou mocninu, anebo obecné jakoukoli mocninu na dvé mocniny se stej-
nym mocnitelem vétsim nez 2 je nemozné. Nasel jsem skvély ditkaz tohoto
tvrzeni, ale okraj je prilis tzky, nez aby to obsahl.” Dtikaz se ovSsem nenalezl
ani nikde jinde, a tak tvrzeni, zndmé jako Velka Fermatova véta ztistalo bez
dikazu az do nedévné doby.

Vratme se ale nyni k naSemu problému, ke kvadratuie. Fermat se zajimal
o kvadraturu kfivek, jejichz obecna rovnice je y = z', kde n znaci celé
kladné ¢islo. Krivky s touto rovnici jsou gasto nazyvany obecné paraboly
(parabola samotné je pro pfipad n = 2). Fermat aproximoval plochu pod
kiivkou rfadou obdélniki, jejichz zakladny tvori geometrickou posloupnost.
Tato metoda se velmi podoba Archimedové exhaustni metodé, ale na rozdil
od svého predchiidce se Fermat nezarazil u souctu nekonecné rady. Na obr.
8 vidime ¢ast kfivky o rovnici y = 2", jmenovité mezi body r =0 a z =a
na ose .

Nyni interval (0, a) rozdélime na nekone¢né mnoho interval body, které
oznacime ... K, L, M, N, ato tak, ze kdyz postupujeme ﬁ@rava dostaneme
klesajici posloupnost intervalt: ON = a, OM = ar, 0L"'= a?,%td, a r
je kladné cislo mensi nez 1. Funkéni hodnoty v téchto bodech jsou pak:
a”, (ar)®, (ar®)™, .... Z toho uZ je jednoduché spoéitat obsah kazdého
obdélniku, a pak seéist tyto obsahy pomoci vztah#'pro soudet geometrické

fady (s = a1/(1 — q)). Vysledkem je: ar?
a"ti(1—r) 3
(7.1) A=

kde index r u A znamena, ze plocha zavisi na volbé r.

Obr. 8

Dale Fermat usoudil, Ze pro lepsi shodu mezi obsahy obdélniki a plochou

vvvvv
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toho dosahli, priblizime r k 1 — ¢im blize 1 s%bude r nachazet, tim l¢pe bude
plocha pod krivkou aproximovana.

Obr. 9

Ale pozor, kdyz r — 1, rovnice se blizi nedefinovanému vyrazu 0/0.
Ovsem Fermat byl schopen obejit tuto obtiznost, protoze si v§iml, ze jme-
novatel rovnice (7.1), 1 — "1 se d4 rozlozit na soucin (1 —r)(1+r+r +
-+ ™). Kdyz ted zkratime (1 —r) v Citateli a jmenovateli zlomku, rovnice
(7.1) ptejde v

an+1
Cl4r4rZ4

Kdyz nechame r, aby se blizilo 1, pak se kazdy clen ve jmenovateli zlomku
blizi 1, takze dostaneme vztah

r

an+1

7.2 A= )
( ) n+1

Kazdy student analyzy by si ted mél vSimnout, Ze jsme se nyni dopracovali
ke zndmému integra¢nimu vztahu [’ 2"dz = "™ /(n+1). Nicméné musime
pamatovat, ze Fermatova prace byla napsana kolem roku 1640, tj. asi 30
let pfedtim, nez Newton a Leibniz zavedli tento vztah jako soucést jejich
integralni analyzy.

Fermatova prace byla vyraznym zlomem v tehdejsi matematice, protoze
nefesila problém kvadratury pouze pro jednu kiivku, ale pro celou ,rodi-
nu” krivek, jejichz obecna rovnice je y = x™ pro celé kladné hodnoty n.
Dale nepatrnou zménou postupu Fermat ukézal, Ze rovnice (7.2) zustava
platna, i kdyz n je zaporné celé ¢islo. Uvazujme plochu pod krivkou od
x = a (kde a > 0) do nekonecna. Kdyz je n zaporné celé ¢islo, feknéme
n = —m (kde m je kladné), dostaneme opét rodinu kfivek s obecnou rovnici
y=ax" ™ = 1/2™, které ¢asto nazyvame zobecnéné hyperboly. Jak vidime
Fermattiv vztah funguje, i kdyz v tomto pripadé je to spiSe pozoruhodné,
protoze rovnosti y = ™ a y = x~ ™, navzdory jejich napadné podobnos-
ti, predstavuji docela odlisné typy kfivek; prvni z nich jsou vSude spojité,
kdezto ty druhé v bodé x = 0 ubihaji do nekonec¢na a v disledku toho tam
vznika zlom. Asi si dokazZete predstavit Fermatovu radost z toho, Ze nale-
zeny vztah neplati pouze pro kladné hodnoty n. O to vétsi bylo zklamani,
kdyz zjistil, ze je tady jedna prekazka, jmenovité Fermattv vztah nefunguje
pro jeden diilezity piipad, a to pro hyperbolu y = 1/z = z~1. Je to proto,
ze pro n = —1 je jmenovatel v rovnici (7.2) roven 0. OvSem Fermat na sobé
nedal znat zklamani, a sviij objev sdélil svétu slovy: ,Rikdm, Ze vSechny
plochy pod hyperbolami mimo jednu — Apolloniovu (y = 1/z) — miZeme
spocitat metodou geometrickych posloupnosti diky jejich podobnému tvaru
a obecnému postupu.”

Reseni tohoto zvlastniho pfipadu nalezl jeden z méné zndmych Fermato-
vych vrstevniki, Grégoire de Saint-Vincent (1584 — 1667), belgicky Jezui-
ta, ktery vénoval velky kus ze svého zivota Teseni problému tykajicich se
kvadratury, pfedev§im se vénoval kruznici (ukézalo se vsak, ze zrovna tato
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kvadratura nebyla spravnd). Jeho hlavni dilo, Opus @eometricum quadra-
turae circuli et sectionum coni, sestava z tisici ygdeckych clankd, které
nechal Saint-Vincent za sebou, kdyz utikal pfed najezdem Svédud v roce
1631. K préci se vratil po deseti letech. Zpozd@fv publikovani zpiisobilo
problémy v urceni Saint-Vincentovy priority grﬁeéeni nékterych problémt;
objevilo se vsak, ze byl prvni, kdo si vsiml, Zze pro n = —1 maji obdélniky
pouzité pro aproximaci plochy pod hyperbolou stejné plochy.
Obr. 10

Vskutku (viz obr. 10) sifky obdélnikt, pocéinaje od N, jsou a — ar =
a(l —=7), ar —ar?> = ar(1 —r), ... a vysky obdélnikt v N, M, L,...
jsou a=! = 1/a, (ar)™! = 1/ar, (ar?)~! = 1/ar?, ...; plochy jsou tedy
a(l—r)-1/a=1—=r, ar(1—r)-1/ar =1 — r, atd. Znamen4 to, Ze pokud
vzdalenost od 0 roste geometricky, souhlasné plochy rostou aritmeticky —
a zustane to tak i v pfipadé limity pro r — 1 (tj. kdyz udélame ptechod
od diskrétnich obdélniki ke spojité hyperbole). Ale s takovym vztahem se
v matematice setkdme pouze u logaritmi. Kdyz tedy oznac¢ime A(t) plochu
pod hyperbolou od néjakého pfedem uréeného bodu = > 0 (s vyhodou se
pouzivd x = 1) k proménnému bodu x = ¢, mame A(t) = logt. Tak se
v matematice objevil logaritmus jako funkce, zatimco do té doby se logarit-
my pouzivaly pouze pro pocitaci schémata.

Tak byla kvadratura hyperboly dokoncena, kone¢né asi po tisici letech, co
tento problém poprvé nakousli Rekové. Nicméné jedna otézka ztistala ote-
viena: vztah A(t) = logt vskutku dava plochu pod hyperbolou jako funkeci
proménné t, ale neni vhodny pro ¢iselné vypocty, protoze z né€j nevyplyva
urceni zakladu. Abychom mohli tento vztah pouzit v praxi, budeme muset
zéklad logaritmu urcit. Existuje viibec takovy zaklad? Situace je analogicka
jako v pripadé kruhu: vime, ze obecny vztah mezi obsahem kruhu a jeho
polomérem je A = kr?, ale nemfizeme libovolné zvolit hodnotu k. Takze
musi existovat néjaky ,,prirozeny” zaklad, ktery urcuje nasi plochu. A timto
zékladem je pravé e, jak jesté dale uvidime.
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Kapitola 8.
Je plocha pod hyperbolou koneéna?

Nez se pustime do pocitani s logaritmy a jejich zaklady, ztistanime jesté na

chvili u hyperboly a ukazme si jednu hezkou interpretaci e. Eulerovo ¢islo e
je s hyperbolou svazano podobné jako tomu je u Ludolfova ¢isla 7 a kruznice.
Uvazujme tedy rovinny ttvar rozprostfeny“mezi hyperbolou s rovnici y = %
a jejimi asymptotami, tj. kladnymi poloosami x a y. Na prvni pohled asi neni
ziejmé, zda je tato plocha konecna ¢i nekonecna. Pokusime se ji zmérit, tj.
rozdélit na rovinné utvary stejného obsahu. Vyjdeme z jednotkového ¢tverce,
ktery se hyperboly dotyka jednim svym vrcholem v bodé se souradnicemi
(1,1). Kde je tieba vést druhy svisly fez napravo od bodu 1, aby plocha
ziskaného utvaru byla také jednotkova?

Nebudeme Vas prilis napinat, a prozradime vysledek hned na zacatku.
Hledanym bodem je ten, jehoz vzdalenost 061 pocatku squg?glztg%c prayé defi- ec,
nuje ¢islo e (obr. 11).

Obr. 11

O tom, Ze je to pravda, se ihned presvédc¢ime. Za timto ucelem rozdélime
osu x v geometrické posloupnosti, a to tak , ze pro pevné prirozené n po-
lozime ¢, = (1 + %)k (viz obr. 11). Nyni uvazujme obdélniky nad intervaly

[ck, ck4+1]. Obdélnik, ktery lezi cely uvnitt pasu mé svislou stranu ﬁ a

1
obsah (ck11 — cx) - oo = 1- C’fﬁ =1- 5= n+1 Vétsi obdélnik, ktery
pas piesahuje, mé svislou stranu — a obsah (cp41 — i) - Clk =&t 1= 1

Oznac¢me P,, obsah pasu mezi osou x a grafem hyperboly nad 1ntervalem
1, c,]. Pak

-1 -1
e Ck+1 — Ck e Ck+1 — Ck
E —— <P, < E _
k—o Gkl k=0 Ck
m m
8.1 <P, < —

Dosadime-li do (8.1) m =n a m = n + 1, dostaneme

n+1

<P, <1<Pi1<

n+1

a tedy ¢, = (14 1)" je mensi nez hledané &islo, a ¢,qq = (1 + )"+
je vétsi nez toto cislo. Posloupnost c; jsme definovali pii pevném n, nyni
nas vSak bude zajimat jen jeji n—ty a (n + 1)—ty ¢len. Tak dostavame dvé
posloupnosti a,, a b,,, mezi kterymi je hledané cislo sevieno.

1 n
an:<1—|——>
n
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Kdo pozorné cetl nase povidani od zacatku, jisté zjistil, ze s témito posloup-
nostmi jsme se jiz setkali. Ukédzali jsme, Ze posloupnost a, = (1 + 1/n)" je
rostouci a m4 limitu, kterou jsme oznaéili e. Posloupnost b, = (1+1/n)"*1
byla klesajici a jeji limita byla opét e. Vidime tedy, ze k ¢islu e vede i tato
geometricka cesta.

8.1. Poznamka. V Kapitole 3. jsme dokazovali monotonii posloupnosti
an a b, pomoci AG-nerovnosti. Nyni se muzete presvédcit, ze se to da udeé-
lat i pomoci jiného matematického aparatu, jmenovité k dikazu lze pouzit
binomickou vétu.

Nerovnost b,, > b,,+1 budeme upravovat ekvivalentnimi tipravami:

<n+1>“+1 (n+z)”+2
>

n n+1
n+1 n+2> n+ 2 n+2.n+1
n n+1 n

1+ ! n+2>1+1
n(n + 2) n’

Posledni nerovnost ziskdme z binomického vzorce pro n—tou mocninu sou-
¢tu

(n

-1
(a+0b)" =a™ +na"" b+ nT)a"_%Q 4 nab™t 4"

_ (Z) an—kpk
k=0

(n)_ n! _nn—-1)...(n—k+1)
k) kl(n—k) 2:3-...-k

kde

jsou binomické koeficienty. Binomicky rozvoj 1+ m)”“ sestava z klad-

nych ¢lent, takze je vétsi nez jeho prvni dva cleny 1 + %
Dale ukazeme, ze a,, < a,+1. Podle binomického vzorce

n(n —1) N nn-1)(Mn-2) n!

n
n 21 .n2 31.n3 + ”+n!-n”
1

T




Zde je kazdy ¢len (1 — £) mensi nez odpovidajici ¢len (1 — -£5) ve vyrazu
pro a,+1, ktery vsak obsahuje jesté navic posledni kladny ¢len. Je tedy

1 1 1 1 2
<24+ —[1- ~(1- 1—
fin < +2!( n—|—1)+3!( n+1)( n—|—1)+
1 1 n—1
— (11— 1=
+n!( n+1) ( n+1>
1 1 n
(1= (1= = a,
+(n—l—l)!( n—l—l) ( n—{—l) nt1

takze a,, < an4+1. Timto je diikaz hotov.

V souvislosti se zapisem e ve tvaru nekonecné rady jsme si tfikali, ze se
takto da velmi vyhodné pocitat hodnota tohoto ¢isla, protoze rada rych-
le konverguje. Toto tvrzeni jesté podporime, kdyz se podivame, jak by to
vypadalo pti pocitani e z posloupnosti a,, a b,. Zfejmé plati

1\ "t 1\" 1 1
bn:<1+—) :(1+_) .(1+_)>(1+_>:an.
n n n n

Z toho b
a
bn—anz—n<—l:4/n.
n n
Nyni mizete sami porovnat, ktery ze zptisobd pocitani e je vyhodnéjsi. Pii-

pomenme jenom, pro nekonecnou radu zavisela pfesnost urceni e na vyrazu
1

nln*
.....

plocha pod hyperbolou kone¢na ¢ nikoli. Reknéme si tedy, ze dalsi tseky
mezipasu jednotkového obsahu konéi v bodech e?, e3, atd. Téchto tseku
je nekone¢né mnoho, takze obsah celého mezipasu je nekonecny. Uvazujme
totiz rovinnou transformaci, kterd bodu se soufadnicemi (z,y) pfifazuje
bod (ex,y/e). Tato transformace zkracuje svislé tsecky ve stejném poméru e
v jakém prodluzuje vodorovné tisecky, obsah rovinnych obrazcti se tedy pti ni
neméni. Usek mezipasu nad intervalem [1, ¢] piitom piechézi na nasledujici
tisek nad intervalem e, €?].

V predchozi kapitole jsme odvodili, jak spocitat plochu pod kiivkou, ktera
ma rovnici y = =", kde n je celé ¢islo, na intervalu od 0 do a. Dospéli jsme
ke vztahu A = a"*!/(n + 1), ten vsak nevyhovoval piipadu pro n = —1,
kdy je jmenovatel (n + 1) roven 0. Jak jsme jiz uvedli, tento pfipad fesil
Saint-Vincent. Zkoumal, jak se chova plocha pod hyperbolou na intervalu
(0, t), kde t je proménna. Zjistil, Ze jedind funkce, kterd A(t) vyhovuje je
A(t) = logt, protoZe pro ni plati vztah

log(x - y) = logx + log y.
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Néam ted zbyva upiesnit tuto informaci, tedy nalézt zaklad tohoto logaritmu.
Avsak po predchozich tivahéch to nebude zadny problém. Nasli jsme totiz
¢islo e, které ma tu vlastnost, Ze plocha pod hyperbolou od 1 do tohoto ¢isla
je rovna jedné. Musi tedy platit:

(8.2) loge = 1.
Rovnici (8.2) vyhovuje pouze logaritmus se zadkladem e. Vzhledem k tomu,
ze pravé on ma vyznamné postaveni v matematice a v dalsich pribuznych vé-

dach, dostal zvlastni jméno — prirozeny logaritmus. Velice casto se oznacuje
Inz.
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Kapitola 9.
O jedné vlastnosti ¢isla e

V této dalsi kapitole se uz zamétrime na zélezitosti ponekud tézsiho razu.
Bude to vyzadovat znalosti znalosti z diferencialniho poc¢tu, zejména defini-
ce derivace a nékolika jednoduchych vét (nap¥. Lagrangeova véta o stiedni
hodnoté, kterou radéji v prubéhu zopakuji). Dale budeme pracovat s po-
jmem obecné mocniny a”. Jeji definice je tézka, ovSsem vlastnosti, které
budeme vyuzivat, jsou obdobné jako u mocnin s celoc¢iselnym mocnitelem.

Pro zacatek si opét pripravime potiebny aparat. Vyslovime jednoduché
lemma:

9.1. Lemma. Nechf d, x jsou realn4 ¢isla d > —1, x > 1. Potom plati:

(9.1) (14+d)*>1+ad

9.2. Poznamka. K dukazu budeme potfebovat Lagrangeovu vétu o stied-
ni hodnoté. Pripomeme si tedy jeji znéni:

Necht je funkce v spojita na intervalu (a, b), necht déle derivace ¢'(x)
(vlastni nebo nevlastni) pro vSechna x € (a, b). Potom existuje £ € (a, b)

tak, ze plati
1oy _ Y(0) —¥(a)

Dukaz zde provadét nebudeme. Najdete jej napft. v [Ve].

Dikaz. (lemmatu 9.1) Polozme ¢(d) = (1 + d)* pro d > —1 a = pevné
(x > 1). Na zakladé véty o stfedni hodnoté plati:

(9-2) (d) —1(0) = d¢'(§)

kde € lezi mezi 0 a d.

Kdyz d > 0, pak 0 < £ < d a ¢'(§) = z(1 + &)* ! > z ( je to proto,
ze vyraz v zavorce je vzdy vétsi nez 1, a kdyz jej umocnime na z — 1 > 0,
dostaneme ¢islo, které je vétsi nebo rovno 1). Z (9.2) tak ihned dostaneme
(9.1).

Kdyz -1 < d < 0, potom —1 <d < £ <0, 0<1+¢& <1, atak
() =2(1+&)* 1 <x, dp’'(&) > d.x (d je zadporné ¢&islo !) a platnost (9.1)
je opét zfejma.

A kdyz d = 0, pak () pfejde v trividlni nerovnost 1 > 1.

V této casti clanku uvedeme jistou vlastnost, ktera charakterizuje ¢islo e
mezi vSemi realnymi ¢isly.

9.3. Véta. Cislo e je jedinym takovym kladnym realnym ¢islem, které fesi
nerovnici (s neznamou a a parametrem x)

(9.3) a®* > 1+
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pro kazdé x € R.

Dukaz. Dtikaz provedeme ve dvou krocich.

1. Nejdrive predpokladejme, Ze ¢islo a > 0 je feSenim nerovnice 9.3 pro
kazdé x € R. Dokazeme, ze a = e.

Polozme v (9.3) z = £ (n=1,2,...). Dostaneme:

odkud
1 n
a> (1+—) =a, (n=1,2,...).
n

Nyni polozme v (9.3) x = ——5 (n =1,2,...). Dostaneme:

tedy 1+ % > an%rl, a odtud

1 n+1
a§(1+—> =b, (n=1,2,...).
n

Opét jsme se dostali k ndm jiz velmi dobfe zndmym vztahim, vime tedy,
ze pokud nechame n rist do nekonecna, dostaneme a = e.
2. Nyni ukazeme, ze ¢islo e mé tu vlastnost, ze pro kazdé = € R plati:

(9.4) e*>1+x

Pro z = 0 tento vztah zfejmé plati, protoze ¢’ = 1. Necht je nejdfive

0
x > 0. Zvolme prirozené ¢islo n tak, aby platilo n > % Potom nx > 1 a na
zékladé lemmatu 9.1 a nerovnosti e > (1 + %)n (viz (3.7)) dostaneme:

1\™ 1
ex2(1+—> >14+nr—=1+2x
n n

Necht z < 0. Potom —% > (. Zvolme prirozené ¢islo n > 1 tak, aby platilo
n > —%. Potom —nx > 1 a znovu na zakladé lemmatu 9.1 dostaneme:

(9.5) (1 _ l) o

n

Predpokladejme, ze (pro n > 1) plati:

(-5 () - (e -
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= <1+ni1>n:bn126
( viz (3.7)).

nx y z
Proto e™* < (1= 1)™ (2 je zaporné!), a tak na zékladé @7) plati:

y=x—1
1 —nx
exZ(l——) >14+x 1
n

Timto je dikaz véty hotov. Na obr. 12 je tato vlasfnostye znazornéna gra-
ficky.
Obr. 12

Jednoduchou aplikaci predchozi véty dospéjeme k nasledujicimu poznat-
ku.

9.4. Véta. Pro kazdé x € R plati:

(9.6) e = Tim (1+ %)n

n—oo

9.5. Poznamka. Poznamenejme jenom kratce, Ze toto vyjadreni se nékdy
povazuje za definici e”.

Dukaz. Necht z € R. Zvolme ny € N tak, aby pro kazdé n > ng platila
nerovnost || < n. Z toho pro dalsi pouziti bude platit |%’ < 1. V nerovnosti

(9.7) el > 1+t

ktera plati pro kazdé t € R (Véta 9.2), polozme t = £ (n > ng). Dostaneme:

38

ern >14+—>0

S8

odtud umocnénim obou stran nerovnosti na n dostaneme:
€T n

(9.8) = (1+5) (n>no)
n

Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez —z. NapiSeme v (9.6) misto ¢ ¢islo

_nix (n > ng an > —x). Dostaneme:

_ =z T n 1
(& n+x>1— —= et
- n+x nt+z 1+Z2

Protoze jsme pfedpokladali n € N a n > —x, miiZzeme psat Z > —1. Z toho

e wtE > > 0.

1+
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Umocnime obé strany na n. Dostaneme:

e 1
SR

odtud a z (9.7) dostaneme (pro kazdé n € N, n > ng, n > —z) nerovnosti
nz T\"
(9.9) et < (1 + —) < eo.
n

Kdyz n — oo, dostaneme lim,, ., ents = %, dale lim,_, o e® = . M&li
bychom si uvédomit, ze pro limity posloupnosti s redlnymi cleny plati: kdyz
mame takové g(z) a h(x), ze g(z) < f(z) < h(z) a zaroven limg(z) =
limh(z) = A, potom je také lim f(x) = A (viz [Ve]). Z tohoto poznatku a
z (9.8) vyplyva tvrzeni véty jiz bezprostiedné.

Nyni se podobnym zptisobem, jak jsme to délali v druhé kapitole, poku-
sime e” vyjadfit jinak. Na vyraz (9.5) z pfedchozi véty budeme aplikovat
binomickou vétu. Po jednoduchych tpravach dostaneme

(-4 (-3 0-2a

T 31

x n
(1+5) =142+ +o+
(1-1). . (1—2)em

nn

_|_

Protoze my hledame limitu vyrazu (14 x/n)" pro n — oo, nechame n, aby
rostlo neomezené. Pro velké hodnoty n se budou vyrazy v zavorkach blizit
1, dostaneme tedy

2 3
AN x x
¢” = lim <1+—> — 4o+t
n—oo n 2! 3!
Vidime, ze i vyraz pro e* se da zapsat pomoci nekone¢né rady. Poznamenej-
me jesté, ze toto vyjadreni se nékdy povazuje za definici e” s tou vyhodou,
ze vyhovuje i pro komplexni z.
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Kapitola 10.
Vyznam c¢isla e v diferencialnim a integralnim poctu

Cislo e m4 viznamné postaveni v diferencidlnim a integralnim poétu jako
zaklad exponencialni funkce g : R — R, g(x) = e” pro z € R. Je znamo,
ze tato funkce ma v kazdém bodé x € R derivaci ¢'(z) = g(z) (strucné:
(e®)" = e”), a pak také primitivni funkei k funkci g je zase g.

Tyto poznatky se lehce daji odvodit z nasledujici véty.

10.1. Véta. Plati:
h_1
. e
lim =1
h—0

Dukaz. Dikaz se da jednoduse provést pomoci vét, kterymi jsme se za-
byvali v predchozi kapitole.
Pro |h| <1 an > 2 dostaneme na zakladé binomické véty

() e G (e e

(G ()5 N

s (1) 3 () (3 e
) ) ) s

1 1
<1+h+h2(2+2—2+ ):1+h+h2;

vyrazy v zavorkach (1 —1/n), ..., atd. jsou vzdy mensi nez 1, takze jsme
je shora odhadli jednickou, faktorialy se daji odhadnout % < 2%1, takze
dostaneme geometrickou fadu s kvocientem %, kterou mizeme jednoduse
seCist.

Na zékladé toho, co jsme odvodili, a véty 9.2 pro kazdé h,|h| < 1, plati:

1+h<el <1+h+hn?

Odtud pro kazdé h, |h| < 1 dostaneme:

h

1
(10.1) 1<S "~ <1+h, kdyzjeh >0

h—1
<1, kdyz je h > 0

(10.2) 14+ h<S
Pii h — 0 se limita levé strany v (10.1) a (10.2) rovna ¢islu 1, podobné i
limita pravé strany v (10.1) a (10.2) se rovna (pfi h — 0) ¢islu 1. Proto se

i limita prostfedniho ¢lenu rovna ¢islu 1. Timto je dikaz véty hotov.
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Jednoduchym dtsledkem dokézané véty je nasledujici véta, o jejimz vy-
znamu jsme mluvili v itvodu této kapitoly.

10.2. Véta. Pro kazdé = € R plati (e”) = e”.

Dukaz. Podle definice derivace plati:

z+h _ x
(10.3) (€®) = lim & ¢
n— 00 h
Ziejmé
erth _ e L eh—=1
= e”.
h h

a pak na zakladé véty limita vpravo v (10.3) je rovna e”.
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Kapitola 11.

Cisla a kus jejich historie

Historie ¢isla 7 saha az do starovéku, zatimco historie e preklenula teprve
asi ¢tyfi stoleti. Cislo m vzniklo v souvislosti s problémem v geometrii: jak
najit obvod a obsah kruhu. Pivod e je méné jasny : saha snad do Sest-
nactého stoleti, kdy bylo zpozorovéano, ze vyraz (1 + 1/n)™ objevujici se ve
vztahu pro slozené trokovani se blizi k urcité limité — kolem 2.71828 — kdyz
n roste. Tak se e stalo prvnim ¢islem definovanym pomoci limitniho pro-
cesu, e = lim(1+1/n)" pro n — oo. Na chvili se na nové ¢islo pohlizelo jako
na jakysi druh kuriozity; Saint-Vincentova tspésna kvadratura hyperboly
pak privedla logaritmickou funkci a ¢islo e do popfedi matematiky. Tento
kriticky krok prisel se vznikem diferencialniho poctu, kdy se ukézalo, ze in-
verzni funkce k logaritmické — pozdéji oznacend jako e* — je rovna své vlastni
derivaci. Toto ihned dalo ¢islu e a funkci e ustfedni postaveni v analyze.
Pak kolem roku 1750 Euler pripustil imaginarni a stejné tak komplexni hod-
noty pro proménnou z, a pripravil tak cestu pro teorii funkci komplexnich
proménnych s jejich pozoruhodnymi vlastnostmi. Jedna otézka, nicméné,
zustava nezodpovézena: Presné jaky druh disla je ¢islo e?

Od doby, kdy se zacala zaznamendavat historie, lidé zapasili s ¢isly. Pro
starovek — a pro nékteré kmeny i dnes — ¢isla znamenala pouze pocet kust.
Vskutku, kdyz nékdo potiebuje ¢isla jen ke spocitani svého majetku, jsou
¢isla udavajici pocet kusi (¢isla dnes nazyvand pfirozena nebo celd kladna)
postacujici. Nicméné dfive nebo pozdéji se nékdo musi setkat s méfenim —
nalezenim obsahu parcely nebo objemu ldhve vina, anebo vzdalenosti mezi
dvéma mésty. A je velmi nepravdépodobné, ze pravé takové métfeni bude
mit vysledek v jednotkach. Tady je potieba zavést zlomky.

Zlomky byly znamy jiz Egyptanim a Babyléniantm, kteti také vynalezli
genialni zptisoby na jejich zaznamenavani a na pocitani s nimi. Ale byli to
Rekové, ovlivnéni uéenim Pythagora, kteif uéinili zlomky pilifem jejich ma-
tematického a filozofického systému, povznasejic je do témeér mytické roviny.
Pythagorejci vérili, ze vSsechno na svété — od fyziky a kosmologie po uméni a
architekturu — se da vyjadrit pomoci zlomk, tj. racionalnich ¢isel. Tato vira
méla pivod v Pythagorové zajmu o zakony v hudbé. Rika se, Ze Pythago-
ras experimentoval s riznymi predméty vydavajicimi zvuk — struny, zvony,
sklenice naplnéné vodou, a nasel kvantitativni vztah mezi délkou chvéjici
se struny a nasazenim urcité vysky tonu, ktery vydava: ¢im kratsi struna,
tim vyssi tén. Navic zjistil, Ze obvyklé hudebni intervaly (vzdalenosti mezi
notami v notové osnové) jednoduse souvisi s poméry délek strun, naptiklad
oktava odpovida délkovému poméru 2:1, kvinta poméru 3:2, kvarta 4:3, atd.
Ale Pythagorovi nestacila tato souvislost mezi hudebni skalou a racional-
nimi ¢isly, on chtél jit dal. Interpretoval sviij vynalez tak, ze podily celych
¢isel se fidi nejenom hudebni ladéni, ale cely vesmir. Toto zvlastni prekrou-
ceni logiky mtzeme pochopit pouze tehdy, kdyz budeme brat v tivahu, ze
se v fecké filozofii hudba — presnéji teorie hudby — tadila stejné vysoko na
febricek jako prirodni védy, zejména matematika. Pythagoras tedy usou-
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dil, ze kdyz hudba je zalozena na racionalnich ¢islech, musi tomu takhle
byt v celém vesmiru. Raciondlni ¢isla tedy dominovala v feckém pohledu
na svét, tak jako raciondlni mysleni dominovalo v jejich filozofii (vskutku
fecké slovo pro raciondlni je logos, a z ného pochazi dnesni logika). Nebyl to
samoziejmé pouze filozoficky diivod, jenz polozil racionalni ¢isla do centra
matematiky. Je totiz jedna dulezita vlastnost, ktera odlisuje tato c¢isla od ¢i-
sel celych: racionalni ¢isla tvori huste usporadant ¢isel. To znamena, ze mezi
jakékoli dva zlomky (nezalezi na tom, jak jsou od sebe vzdélené) miZeme
vzdy vlozit dalsi zlomek. Jako piiklad vezméme zlomky 1/1000 a 1/1001.
Tato cisla jsou jisté blizko sebe, jejich rozdil je asi jedna miliéntina. My vsak
dokézeme jednoduse najit zlomek, ktery lezi mezi nimi, napf. 2/2001. Tento
proces bychom mohli znova opakovat a najit zlomek mezi 2/2001 a 1/1000
(napf. 4/4001), atd. Tedy mezi jakymikoli dvéma zlomky je misto nejenom
pro jeden dalsi, ale pro nekonec¢né mnoho dalsich zlomkt. V disledku toho
miuzeme vysledek jakéhokoli méfeni vyjadrit jen pomoci racionélnich cisel.
Je to proto, Ze presnost méreni je vzdy omezena piesnosti mériciho zatizeni.
Slovo hustota presné vyjadiuje zptsob, jak jsou raciondlni ¢isla rozmisténa
na Ciselné ose. Kdyz vezmeme interval na ¢iselné ose (jakkoliv maly), bude
vzdy obsazen nekonecné mnoha raciondalnimi body, tj. body, jejichz vzda-
lenost od pocatku je dana racionalnimi ¢isly. Pfirozené by se z toho dalo
usuzovat, stejné jak to udélali Rekové, ze celd ¢iselna osa je obsazena po-
uze racionalnimi body. Ale v matematice se Casto stava, Ze co vypada na
prvni pohled spravné, byva vyvraceno. Jednou z nejvyznamnéjsich udalosti
v historii matematiky byl objev, Ze racionalni ¢isla navzdory jejich hustoté
zanechala diry na ciselné ose — body, které racionalnim ¢islim neodpovidaji.

Objeveni téchto mezer na ose je prisuzovano Pythagorovi, ackoli to mohl
byt kterykoli z jeho zak, kdo tento objev ucinil. Ale to se nikdy nedozvime,
protoze Pythagorejci prisuzovali vSechny své objevy svému mistrovi. Objev
souvisel s thlopfickou jednotkového étverce (Ctverec, jehoz strana je rovna
1). Oznac¢ime-li délku thlopficky jako z, z Pythagorovy véty dostaneme
2?2 = 12 + 12 = 2, tedy z je druhou odmocninou z 2 (v/2). Pythagorejci
samoziejmé predpokladali, Ze toto ¢islo odpovida néjakému zlomku a zoufale
se snazili o jeho nalezeni. AvSak jeden z nich ucinil prekvapujici objev, a to:
V2 se zlomku rovnat nemiize. Tak byla objevena iraciondlni ¢isla.

Iracionalita &isla se da dokézat réiznymi zptisoby, napf. iracionalitu v/2
Rekové dokazali geometricky. My se v Kapitole 12. také setkame s ditkazem
iracionality, bude to vSak pro e.

Pythagorejci byli Sokovani objevem iracionéalniho cisla, které se navic da
jednoduse zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka. Proto se rozhodli po-
nechat si tento objev pouze pro sebe. Ale legenda tika, Ze jeden z nich —
Hippasus — se rozhodl jit vlastni cestou a oznamil svétu existenci iracional-
nich cisel.

Brzy potom bylo nalezeno spoustu dalSich iracionalnich ¢isel, napr. kazda
odmocnina z prvocisla je iracionalni. Teorie iracionédlnich ¢isel se pak obje-
vila v Desaté knize Eukleidova dila Elementa. Plné vyhovujici teorie téchto
Cisel se vSak neobjevila az do roku 1872, kdy Richard Dedekind (1831 —
1916) publikoval svoji slavnou tvahu Kontinuita a Iraciondlni éisla.

39



Kdyz sjednotime racionalni a iracionalni ¢isla, dostaneme cisla realna.
Redlné cislo je jakékoli ¢islo, které se da zapsat pomoci desetinného rozvoje
(jako desetinné ¢islo). Existuji tii typy téchto Cisel: koneénd ¢isla — napf.
1.4, nekonecn4, ale periodicka — napi. 0.2727..., které se d4 zapsat jako 0.27,
a nekonecné a neperiodické ¢isla — napi.0.1010010001..., kde se desetinna
mista nikdy neopakuji ve stejném poradi. Je dobie znadmo, ze prvni dvé
skupiny obsahuji racionalni ¢isla, ta treti ¢isla iracionalni.

Od objevu iraciondlnich ¢isel uplynulo dvé a piil tisicileti, po tuto dobu
nedoslo v této oblasti k néjakému dalsimu dilezitému objevu. Az kolem roku
1850 byl objeven novy druh ¢isel. Vétsina cisel, se kterymi se setkavame
v elementarni algebie, se da povazovat za feSeni né€jaké jednoduché rovnice:
presnéji feSeni polynomické rovnice s celociselnymi koeficienty. Naptiklad
&isla -1, 2/3 a /2 jsou fesenimi polynomickych rovnic: z +1 =0, 3z —2 =
0, ax? -2 = 0 (¢islo i = /1 také patii do této skupiny, protoze je
feSenim rovnice 2 +1, my oviem mluvime pouze o ¢islech realnych). I slozité
vypadajici ¢islo jako v/1 —+/2 patii do této skupiny, protoze je FeSenim
rovnice 2% — 223 — 1 = 0, coz si mizete jednoduse ovéfit. Redlné &islo,
které je fesenim polynomické rovnice s celoc¢iselnymi koeficienty, se nazyva
algebraicke.

Kazdé racionalni ¢islo a/b je algebraické, protoze je FeSenim rovnice bz —
a = 0. Tedy kdyz ¢islo neni algebraické, musi byt iracionalni. Obracené to
vSak neplati, vidéli jsme na piikladu /2. Polozme si tedy otézku: Existuje
néjaké nealgebraické ¢islo? Poc¢atkem devatenactého stoleti uz matematiko-
vé zacali pochybovat o tom, Ze by odpovéd mohla znit ano, protoze zadné
takové ¢islo nemohli najit. Rikalo se, Ze pokud takové ¢islo existuje, musi
byt velmi podivné.

V roce 1844 francouzsky matematik Joseph Liouville (1809 — 1882) do-
kazal, ze nealgebraické cislo vskutku existuje. Jeho dikaz, ktery neni jed-
noduchy, mu umoznil vytvorit nékolik ptrikladt takovych cisel. Jeden z nich
je znamy jako Liouvillovo ¢islo:

1 1 1 1
101! + 102! + 103! + 104!

+...,

jehoz desetinné vyjadieni je 0.11000100000000000000000100.... Jinym pii-
kladem muze byt 0.123456789101112.. ., kde desetinna mista tvoii pfirozena
¢isla napsanda v fadé za sebou. Realna cisla, ktera nejsou algebraicka, se na-
zyvaji transcendentni. V tomto nazvu neni nic mytického, je v ném pouze
obsazeno, ze tato c¢isla prevysuji 1isi ¢isel algebraickych.

Oproti iracionalnim ¢islim, jejichz objev vychézel ze svétského problému
v geometrii, prvni transcendentni ¢islo bylo vytvoreno specialné pro zameér
demonstrovat, ze takové cislo existuje; je to tedy néco jako ,,umélé” cislo.
Tohoto cile bylo dosazeno, a tak se pozornost obratila ke vSednim c¢islim,
specialné 7 a e. Fakt, ze tato dvé ¢isla jsou iracionalni, byl znamy po vice
nez stoleti: Euler v roce 1737 dokéazal iracionalitu e a €2, a Johann Heinrich
Lambert (1728 — 1777), Svycarsko — némecky matematik, dokézal to stejné
pro m v roce 1768. Lambert ukézal, Ze funkce e® a tanz (podil sin x/ cos z)
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nemohou mit racionalni hodnoty pro x racionalni rtizné od 0. Nicméné pro-
toZze tan /4 = tan45° = 1 je racionélni ¢islo, vyplyva z toho, Ze 7/4 a tedy
i m musi byt iracionalni. Lambert tusil, Ze m a e jsou transcendentni, ale
sam to nedokazal.

Od té doby se zacaly pribéhy 7 a e proplétat. Sdm Liouville dokazal, ze
e nemuze byt fesenim kvadratické rovnice s celoc¢iselnymi koeficienty. Ale
timto samoziejmé jesté nedokazal, ze e je transcendentni — Ze neni feSenim
zadné polynomické rovnice s celociselnymi koeficienty. Tato otazka byla po-
nechana dalsimu francouzskému matematikovi, jimz byl Charles Hermite
(1822 — 1901).

Hermite se narodil s vadou na noze, nevyhodou, ktera se obratila v je-
ho prospéch, kvili ni byl uznan neschopnym pro vojenskou sluzbu. Ackoli
jeho prace jako studenta na prestizni Ecole Polytechnikue nebyla brilantni,
dokazal se stat jednim z nejoriginalnéjsich matematiktt druhé poloviny de-
vatenactého stoleti. Jeho prace pokryvala Siroky okruh ploch, véetné teorie
Cisel, algebry a analyzy (jeho specialitou byly eliptické funkce, pfedmét vyssi
analyzy), a jeho Siroky rozhled mu umoznil najit souvislosti mezi zdéanlivé
odlisnymi poli. Kromé jeho badani Hermite vydal nékolik matematickych
ucebnic, které se staly klasickymi. Jeho zndmy dikaz transcendence e byl
publikovan v roce 1873 v jeho vlastnim zivotopise na vice nez tficeti stran-
kach. V ném Hermite podal vlastné dva odlisné dikazy, z nichz ten druhy
byl presnéjsi. Uvedeme jej v Kapitole 13., ale v trochu modernéjsi podobé.
Jako pokracovani diikazu Hermite podal néasledujici racionalni aproximace

pro e a e? :

. 958.291 o _ 158.452
“Totar 7 2144d
Vyse uvedend aproximace mé desetinnou hodnotu 2.718289498, chyba je
mensi nez 0.0003 procenta oproti presné hodnoté.

Kdyz Hermite proslavil cislo e, dalo by se ocekavat, ze bude vénovat
veskeré své usili, aby udélal to stejné pro 7. Ale on v dopise nékdejsimu
studentovi napsal: ,,Nebudu nic riskovat na pokus dokazat transcendenci 7.
Kdyz nékdo jiny vezme na sebe tento podnik, nikdo se nebude tésit jeho
uspéchu tak jako ja. Ale véite mi, nestoji to za to Gsili.” Samoziejmé oce-
kaval, Ze je to velmi tézky tkol. Ale v roce 1882, jen devét let po Hermitove
dikazu transcendence e, se Uspésné odmeénilo tsili némeckého matematika
Carla Louisa Ferdinanda Lindemanna (1852 — 1939). Lindemann vytvofil
svij ditkaz pomoci Hermitova; vyuzil toho, ze vyraz tvaru

Aie®t + Ase®? + .-+ A e,

kde a; jsou rizna algebraicka ¢isla (realnd nebo komplexni) a A; jsou algeb-
raickd ¢isla, nikdy nemize byt roven 0 (vylouéili jsme trividlni p¥ipad, kdy
A; jsou vSechna rovna 0). Ale my znédme jedno takové vyjadieni, které je
rovno 0: Eulerova formule ™ 41 = 0 (v8imnéme si, Ze levou stranu mtiZzeme
zapsat jako €™ +€°, coz m4 pozadovany tvar). Proto 7, a odtud i 7 nemiize
byt algebraické: 7 je transcendentni.

Pribéhy m a e maji hodné spolecného, v jednom smyslu se vsak lisi.
Protoze m ma delsi historii a vétsi slavu, spocitat je na vice desetinnych
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mist se stalo jiz davno ¢imsi jako zédvodem. Ani Lindemanniv dikaz, ze
je m transcendentni, nezastavil lovce desetinnych mist v provadéni dalsich
napadnych hrdinskych ¢éind (v roce 1989 bylo zaznamenano 480 miliéna
desetinnych mist). Vzhledem k e nebyla pocitovana takova vasen a nebylo
vygenerovano na tolik mist jako 7.

Kdyz se divame na povahu dvou nejznaméjsich cisel v matematice, vypa-
da to, zZe pozornost matematikti by méla smérovat do dvou odlisnych oblasti.
Ale na Druhém mezinarodnim kongresu matematiki, ktery se konal v Pa-
Fizi v roce 1900, jeden z vyznamnych matematika té doby, David Hilbert
(1862 — 1943), vystoupil pred matematickou spole¢nosti se seznamem dva-
Sedmy problém Hilbertova seznamu bylo dokazat nebo vyvratit hypotézu,
ze pro jakékoliv algebraické ¢islo a # 0, 1 a jakékoliv algebraické iracionalni
¢islo b, je hodnota a® vzdy transcendentni; jako p¥iklad podal ¢isla 2VZ 4
e™ (to druhé kvili tomu, Ze se d4 napsat jako i~2' a ma tedy pozadova-
ny tvar). Hilbert pfedpovidal, Ze feSeni tohoto problému zabere vice ¢asu
nez Velkd Fermatova véta, ale byl prilis pesimisticky. V roce 1929 rusky
matematik Alexandr Osipovich Gelfond (1906 — 1968) dokéazal transcen-
dence €™, doprovazenou o rok pozdéji ditkazem pro 2V2_ Hilbertova obecna
hypotéza tykajici se a® byla dokadzana v roce 1934 nezévisle Gelfondem a
T.Schneiderem z Némecka.

Neni jednoduché dokazat, ze specialné dané ¢islo je transcendentni: musi
se dokazat, Ze toto cislo spliiuje urcity pozadavek. Mezi ¢isla, u nichz se
to jesté nepovedlo, patii 7€, 7™, a e®. Pripad 7° je obzvlasté zajimavy,
pripominé totiz nepodafenou symetrii, ktera existuje mezi 7 a e.

V nasledujicich kapitolach se budeme opét vénovat nasemu tématu, jimz
je cislo e, dokdzeme jeho iracionalitu a pak i transdendenci.
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Kapitola 12.
Cislo e je iracionalni

Cislo e uz od doby svého vzniku stale budilo zadjem matematikfi. Jeho
vlastnosti se zkoumaly z riznych hledisek. My se nyni na ¢islo e budeme
divat jako na cislo realné, a budeme jeho vlastnosti zkoumat pravé z toho-
to hlediska. Do popredi se tedy dostava otazka, zda jde o ¢islo racionalni
nebo iraciondlni. Ale my uz prece odpovéd zname — je to ¢islo iracionélni;
nyni zbyva tuto odpoveéd potvrdit. Nebude to nic slozitého, v podstaté ndm
budou stacit pouze elementarni ivahy. Vyslovme tedy toto tvrzeni:

12.1. Véta. Cislo e je iracionalni.

Dukaz. Nejprve si musime Fict, ze na ovéfeni iracionality e neni vhod-

né jeho vyjadieni ve tvaru limity e = limn — oo(1 + %)”, ale bude lépe

vyhovovat jeho druhd forma, a to rozvoj (faktoridlovy) do nekoneéné rady
1 1 1 1

Budeme postupovat neptimo: predpokladame, ze e je racionalni, a pak
ukazeme, ze tento predpoklad vede ke sporu. Racionalni ¢islo méa tu vlast-
nost, ze se da napsat jako podil dvou celych ¢isel. Necht tedy e = p/q, kde
p a q jsou celd cisla. Jiz vime, Ze 2 < e < 3, proto e nemuze byt celé ¢islo;
tudiz jmenovatel ¢ musi byt prinejmensim roven 2. Nyni vynasobime obé
strany rovnice (12.1) ¢islem ¢! =1-2-3-....-¢. Na levé strané tak dostaneme

e-ql = <£>'1~2~3~...~q:p-1-2'3~...'(q—1),
q
zatimco na pravé strané bude

' +q¢'+3-4-...-q+4-5-...-q+--+(qg—1)- ¢+ q+1]
+ = + :
g+1  (¢+1)(g+2)

+...

(poznamenejme, Ze 1 v zavorkach pochazi z ¢lenu 1/q! v fadé pro e). Leva
strana je samoziejmeé celé ¢islo, protoze je to soucin celych ¢isel. Na pravé
strané je vyraz v zavorkach rovnéz celé ¢islo. Ale zbyvajici ¢leny nejsou
celd ¢isla, protoze jejich jmenovatel je pfinejmensim roven 3 (¢ > 2). Nyni
ukazeme, Ze ani jejich soucet neni celé ¢islo. Zfejmé (pisu zfejmé, protoze
s podobnym odhadem jsme se jiz setkali):

1 1 1
qg+1  (¢+1)(¢+2) (g+1)...(g+k)

< 1 L 4 1 4=

q+1(qg+1)?2 (g + 1) N

1 1 1

_— . 1 = -
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V poslednim fadku jsme pouzili tvrzeni o souctu nekonecéné geometrické
fady, a+ar+ar’*+---=a/(1-r), pro |r| < 1. Cislo % lezi uréité v intervalu
(0, 1), protoze vzdy ¢ > 2. O jeho velikosti mizeme Fici jen velmi mélo.
Z nasledujici ivahy mizeme pouze usoudit, ze % < % Dosadme za g = 2 :

1 1 11

+ +o< o=+ <
g+1 (¢+1)(g+2) —3 3.4

[P SRS S SRR S SIR

3 32 38 3 1-1 2

Mame tedy na levé strané celé cislo a na pravé ¢islo necelé, coz je sa-
moziejmé spor. Proto e nemuze byt podilem dvou celych cisel — je tedy
iracionalni.

44



Kapitola 13.
Dukaz transcendence ¢isla e

Meéli bychom dokazat, ze rovnice pro e
(13.1) ag + are + aze + -+ ane™ =0,

kde koeficienty ay, - .., a, jsou cela ¢isla a ag # 0, vede ke sporu; tento spor
vyplyva z jednoduchych vlastnosti celych ¢isel. Z teorie ¢isel se budeme
odvolavat pouze na elementarni poucky o délitelnosti, zvlasté pak na to, ze
kazdé dané celé ¢islo je mozno rozlozit na prvociselné cinitele pouze jednim
zplsobem, a na to, ze existuje nekonecné mnozstvi prvocisel.

Schéma dtikazu spociva v nasledujicim: ukédzeme, jak je mozno najit vel-
mi dobré racionalni priblizeni hodnoty pro ¢islo e a jeho mocniny, majici
nasledujici tvar:

My+e 5 My+eo M, + e,
13.2 = —— =——= ..., e"=—
(13:2) A VAR Mo M
kde M, My, M, ..., M, jsou cela cisla, a M, .-+, 7 jsou mimotfadné ma-

1é zlomky. Kdyz dosadime (13.2) do rovnice (13.1) a pak tuto rovnici vyna-
sobime ¢islem M, dostaneme:

(13.3) (apM +a1 My +asMo+---+anM,)+(a161+aze2+- - -+ane,) = 0.

Prvni scitanec v levé casti je celé ¢islo, a my dokézeme, Ze neni rovno
nule; z druhého scitance se nam podari, pokud zvolime dostatecné malé
hodnoty cisel €1, ...,e,, udélat pravidelny zlomek. Takovym zplisobem
dojdeme ke sporu spocivajicim v tom, ze soucet celého cisla rtizného od
nuly agM + a1 My + asMs + - -+ 4+ a, M, a pravidelného zlomku rtzného
od jednicky ajeq + ases + - - - + ane, je roven nule; odtud bude vyplyvat i
nemoznost existence rovnice (13.1).

Pri dikazu nam velkou sluzbu poskytne néasledujici poucka: celé cislo,
které neni délitelné urc¢itym ¢islem, je jisté odlisné od nuly (protoze nula je
délitelna jakymkoliv ¢islem); jmenovité ukazeme, ze ¢isla My, ..., M, jsou
délitelnd nékterym prvocislem p, a ¢islo agM timto prvocislem délitelné
neni; a proto suma agM + a1 My + asMs + - - - + a,, M, neni délitelna timto
¢islem p, a tudiz je odlisna od nuly.

Hlavnim prostfedkem k realizaci dikazu, jehoz idea byla zde naznacena,
se jevi jeden urcity integral; jako prvni jej ve svych tivahach pouzival Her-
mite, a proto jej mizeme nazvat Hermitiv integral. Sestavit jej znamenalo
najit klic k celému dikazu. Uvidime, ze hodnota tohoto integralu je celé
¢islo, a toto ¢islo ndm urci potiebné M :

(134) M = / zP~ { z - 1)(2’(1)—_2)1) (2: — n)}pe—z dz;

kde n znamen4 stupeni predpoklddané rovnice (13.1), a p je prvoéislo, které
urc¢ime pozdéji. Pomoci tohoto integralu také najdeme vyse vzpomenuté
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piiblizné hodnoty (13.2) pro mocniny e” (v = 1,2,...,n); pro tento ucel
rozdélime interval 0 < z < oo na dva intervaly pomoci ¢isla v a polozime

(13.5)
_ v oo Zp—l{(z—1)(2—2)...(2—n)}p@—z
M, =e /V = iz,

Nyni prejdeme k samotnému dikazu.
1. Vychozim bodem bude formule, se kterou se casto setkdvame v ele-
mentarni teorii funkce I' :

/ P~ te % dz = T'(p).
0

My budeme pfedpokladat, ze p je celé ¢islo; v tomto pripadé bude I'(p) =
(p — 1)!, coz nyni dokdzeme. Pomoci integrace per partes (po ¢astech) na-
jdeme

/ Pl dy = [P e TF) R +/ (p—1)2F"2e?dz =
0 0
=(p— 1)/ 2P 277z,
0

(Hodnota vyrazu [—z°"le™?]3° = 0, protoze limity lim, .o, a lim, .q
jsou obé rovny nule.) Dostali jsme tak nasobek integralu, ktery méa stejny
tvar jako vychozi integral, pouze je v ném exponent u z o jednicku mensi.
Kdyz provedeme tuto tipravu nékolikrat, dojdeme pii p celém k 2, a protoze

JyS e *dz = [-e7*]§ = 1, dostaneme kone¢né
(13.7) / e Fdz=(p—1)(p—2)-...-3-2-1=(p—1).
0

P1i celém p je tento také roven celému ¢islu, a hodnota integralu roste velmi
rychle s rostoucim p.

Abychom tento vysledek mohli geometricky znazornit, zobrazime graficky
nejdifve pritbéh funkce 2°~1e™* pro rtizné hodnoty p (obr. 13 ); hodnota
integralu bude rovna plose obrazce uzavigného mezi kiivkou a osou z a
prostirajiciho se do nekone¢na. Cim vétsi je p, tim vice se kiivka piimyka
k ose v blizkosti bodu z = 0, ale za to tim vice roste poc¢inaje Hddem 2z = 1;
pfitom dosahuje, podle toho, jaké je p, maxima v z = p — 1. Tofo-m<ihaurn
se s rostoucim p zvétSuje a posouva se vpravo; pocinaje timto bodem, ziskava
prevladajici hodnotu ¢len e~ #, kiivka zac¢iné padat, B mBonec se opét velmi
piiblizi k ose. Nyni je pochopitelné, pro¢ glogha) —gngs integral — je;yzdy
konecna, ale s rostoucim p silné vzriista.

Obr. 13
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2. Pouzijeme-li dokézanou formuli, lehce najdeme hodnotu Hermitova in-
tegralu (13.4). Pokud v ¢itateli odstranime zavorky a rozmistime integracni
funkci podle zmensujicich se mocnin z :

{z=1)(z=2)...z—=n) PP ={z"—- -+ (=1)"n!}P = 2"P —. .. (=1)"(n})?

(vypisuji tady pouze ¢leny s nejvyssi a nejnizsi, t.j. nulovou, mocninou z),
pak tento integral ziska tvar

+np
(—1)”(n!)p/ - . /°° 1
M=-——" P e dz + 2P~ e *dz;
(=1 Jo Z 0

p= p+1

zde C, znaci celd cisla, kterd obdrzime pii vySe uvedeném odstranéni za-
vorek v mnohoc¢lenu. Aplikujeme-li pouc¢ku (13.7) na kazdy ze ziskanych
integralti, dostaneme

p+np p
M= (-1 + Y Cr—=
p=p+1 p

Vsechny hodnoty sumac¢niho indexu p jsou vétsi nez p, a to znamena, ze

vztahy Eg jg: - cela ¢isla, kromé toho obsahujici p; kdyz jej vytkneme pred

zavorku, obdrzime:

M = (~1)" () + p{Cpir + Cppa(p+ 1) + Cpas(p+ D(p +2) + ... .

Odtud vidime, ze M je nebo neni délitelné p v zavislosti na tom, je-li dé-
litelny p prvni scitanec (—1)"(n!)P. Tedy pokud p je prvocislo, tak zfejmé
tento s¢itanec nebude délitelny p, jestli p nebude v soustavé Cinitelt 1, 2,

, N, a to bude v ptipadé, kdyz p > n. Této podmince vyhovuje nekonecné
mnozstvi prvocisel; vybereme jedno tak, aby vyraz (—1)"(n!)P (to znamena
i M) nebyl délitelny p.

Stejné tak pri predpokladu ag # 0 lehce splnime i to, aby ag nebylo
délitelné p; staci vybrat p vétsi nez ag, coz jak bylo uvedeno vyse, je mozné.
Tehdy soucin agM také nebude délitelny p, a tak dosdhneme svého prvniho
dil¢iho cile.

3. Prozkouméame nyni ¢isla M, (v = 1,2,...,n), uréend rovnicemi (13.5).
Vlozime e” pod znak integralu a zavederne novou promeénnou ( = z — v,
nabyvajici hodnoty od 0 do oo, kdyz z se méni od v do oo, Dostaneme

M, / C+H)P HC+r -1 +r—2)...C...(C+v—n)}Pe¢
(p—1)!
Tento integral méa stejny tvar, jako zkoumany diive integral M, a my tedy

miizeme pouzit analogické upravy. Odstranénim zavorek v ¢itateli integracni
funkce, dostaneme soucet mocnin proménné ( s celymi koeficienty, pficemz

dc.
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nejnizsi z téchto mocnin je ¢P. Integral vyrazu, stojiciho v ¢itateli, se nyni
objevi jako soucet integrali

/wc”e*dc, /wcpﬂe*dc,..., /Oo<<”+1>P—1e—<d<
0 0

0

s celymi koeficienty. Stejné tak tyto posledni integraly maji, v souhlasu
s rovnosti (13.7), odpovidajici hodnoty p!, (p + 1)!,.... Tak si tento soucet
milZzeme predstavit ve tvaru ¢isla p! vynasobeného néjakym celym cislem
A,; takto pro kazdy ze zkoumanych integrald mame:

plA,
MV:m:p'AV (V:1,2,...,TL),

t.j. vSechna M, jsou celd cisla délitelna p.

Pokud to srovname s jiz dokdzanym v druhém bodé, vidime, ze mtizeme
pouzit poucku uvedenou na zacatku kapitoly a fici: celé ¢islo ag M +aq My +
-+ a, M, zifejmé neni délitelné p, a tudiz je rizné od nuly.

4. Druha c¢ast dikazu se tyka souctu aie1 + - - - 4+ a,en, kde, v souhlasu
s rovnosti (13.6),

€ :/V Zp—l{(Z—1)(z—2)...(z—n)}pe—z+udz
" (p—1)! ;

a nam zbyva dokazat, ze mizeme ¢, udélat jakkoliv malé; pritom vyuzijeme
jednak toho, ze p mize byt jakkoliv velké, a stejné tak podminky, které jsme
doted kladli na prvocislo p, tj. (p > n, p > aop).

Zobrazime ptredevsim geometricky pribéh zmény integraéni funkce (obr.
14). P¥i z = 0 se kiivka dotyka osy z, pfi z = 1,2,...,n se dotykd osy z
a zaroven ji protind. Nyni uvidime, ze pokmd vezmeme p dostatecné velké,
nebude se vlivem jmenovatele (p—1)! kfivka na celém intervalu (0, n) zvedat
vysoko nad osu z, pokud vezmeme p dostatecné velké; z toho jasné vidime,
ze integral €, bude velmi maly. VSimnéme si, Ze vné tohoto intervalu ( pfi
z > n) integra¢ni funkce prudce vzrista a pak se asymptoticky blizi k ose z,
tak jako zkoumand vyse funkce 2#~1e™* [ pro p = (n+1)pl; to objastiuje, jak
se s rostoucim p ziskavaji ty prudce rostouqj hognoty ingegralu M, vzatého
na celém intervalu od 0 do oo.

Obr. 14

Pro to, abychom skutecné ocenili velikost integrali €,,, bude zfejmé stacit,
kdyz pouzijeme nasledujici hruby odhad. Oznacime jako G a g, nejvétsi
hodnoty modulu (absolutni hodnoty) funkce z(z — 1)...(2 — n) a funkce
(2 —=1)(2—2)...(2 —n)e *™" na intervalu (0,n), tak ze

|2(z—1)...(z —n)| <G,

n0<z <n.
(2 = 1)(z —2)...(z —n)e *T"| Sgu}p -
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Stejné tak jako absolutni hodnota integralu nepievysuje integral absolutni
hodnoty integrac¢ni funkce, méame pro kazdé v

Y Grlg, GP~lg,v
13.8 €y S/ dz = .
(13.8) e o (p—1)! (p—1)!

Cisla G, g,, v nezavisi na p a nachazejici se ve jmenovateli faktorial
(p — 1)! roste, jak je znamo, rychleji nez mocnina GP~!, nebo piesnéji pti

dostatecné velkém p zlomek =1 je mensi nez jakékoliv pfedem zvolené

(p 1
¢islo, at je jakkoliv malé. Rovnice (13.8) takto ukazuje, ze kdyZ vezmeme p

dostatecné velké, mizeme udélat jakkoliv malym dislo €.
Odtud bezprostfedné plyne, Ze mizeme udélat jakkoliv malou i sumu
a1€1 + + -+ + aney, sestavajici z n ¢lent; skutecné

(139) |a1€1 + ag€q + -+ - + anen\ < ]a1| . |€1‘ + |CL2’ . ‘62| + -+ ’an| . ’€n|;
v souhlasu s rovnici (13.8) tento vyraz nepfevySuje

(las] - 191 + Jas] - 2 an] -nga) - S
ai)|-lgys + |az| - 292 + -+ |an| - NGn) - T3
(p—1)!

a protoze Cinitel uzavreny v zavorkach méa stalou nezavislou na p hodnotu,
tak diky ciniteli & =11 muzeme celou pravou ¢ast nerovnosti (13.9), a tudiz
ilevou, t.j. |a1e1 + ageq + - - - + aney|, udélat jakkoliv malou — zvlasté pak

mensi nez 1.
Ale to nés privadi ke sporu s rovnici (13.3):
(agM + a1 My + -+ - + an M,) + (a161 + age2 + -+ - + aney) =0,
kterou jsme vyse brali v ivahu; spor se zaklada na tom, ze celé ¢islo rtizné
od nuly po pricteni k néjakému pravidelnému zlomku by se mélo rovnat

nule. To samoziejmé nemize nastat. Tedy pro ¢islo e neexistuje rovnice
s celociselnymi koeficienty

ap + are + ase® + -+ ane” =0,

tedy cislo e je transcendentni.
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Kapitola 14.
Neocekavany vyskyt éisla e

Sama ze své vlastni zkuSenosti vim, zZe ze tii nejvyznamnéjsich iraciondl-
nich ¢isel, jimiz jsou m, zlaty pomeér, a e, je pro studenty nejhtife pocho-
pitelné a tim i nejméné oblibené to treti v potradi — ¢islo e. S ¢islem 7 se
vSichni setkavaji jiz jako zaci zakladni skoly, a to v souvislosti s obsahem
kruhu a obvodem kruznice. O zlatém fezu jisté také vSichni slyseli, ale radéji
jej kratce pripomeneme. Najit zlaty ez, znamena rozdélit tisecku néjakym
bodem tak, aby byla vétsi ¢ast tsecky vzhledem k mensi ¢asti ve stejném
poméru, jako je celd tsecka vzhledem k vétsi casti. Vezméme tisecku délky
1. Rozdélime ji na dvé casti, které oznac¢ime x a 1 — x. Abychom dostali

zlaty Tez, musi platit:
x 1

l1—=x x

Po jednoduché upraveé dostaneme kvadratickou rovnici, jejimz fesenim je

V5 —1
2

xr =

(druhy kofen je zaporny), pfibliznd hodnota x = 0.618. S ¢islem e, pojme-
novaném po Leonhardu Eulerovi, se studenti poprvé setkavaji béhem kursu
diferencialniho poc¢tu, bud pres rovnost

©dt
—:17
1t

zavedenou v souvislosti s pfirozenymi logaritmy, anebo pres vztah

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Nicméné ani jedna z téchto definic e neposkytuje bezprostiedni pronik-
nuti k tomuto dilezitému cislu. Vysledkem je, ze maloktery ze studenti
si pamatuje vic nez jen frazi: ,Je to zéklad prirozeného logaritmu.” Je to
skoda, protoze existuje mnoho nenasilnych zptisobt, jak se s timto cislem
lépe seznamit. O nékterych jsme se jiz zminili, jmenovité jak dospét k ¢islu
e pres financni zalezitosti, a jak to udélat geometricky — pres kvadraturu
hyperboly. Uvedeme nyni jesté ne€kolik prikladt, které by mély ukazat, kde
se jesté cislo e da najit.

14.1. Priklad. Mame dva hrace. Kazdy z nich mé rozmichany bali¢ek
hracich karet (po 52 kartach). Oba vylozi svoji prvni kartu. Kdyz tyto kar-
ty nejsou stejné (napt.: dvé kiizové ¢tyiky povazujeme za stejné), hraci
pokracuji vykladanim druhé karty, hra konci, kdyz hraci vylozi dvé stejné
karty. Jaka je pravdépodobnost, ze projdou cely balicek, aniz by narazili na
stejnou dvojici? Odpovéd dava soucet

1 1

1
1ol — — — e —
NS TR
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coz je pocatecni ¢ast fady pro 1/e; ta je zaloZzena na Maclaurinové fadé

2 3
em:1+x+%+%+...).
V literature se miizete setkat s jinou variantou této tlohy, a to pod nazvem:
,Problém Satnaiky”. Problém zni: Ctihodni panové v poc¢tu n pfijdou na
shromazdéni, vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do Satny. Pti od-
chodu satnéarka, mozné ten den velmi roztrzita, mozna dokonce z mizerného
osvétleni oslepld, vyda kazdému z pant ndhodné jeden z klobouki. Jaka je
pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane od Satnarky zpét svij klobouk?

14.2. Priklad. Vybirdme ndhodné ¢isla z intervalu (0, 1). Jaky je oceka-
vany pocet vybranych ¢isel, nez jejich soucet poprvé dosdhne 17 Odpovédi
je e. Elementarni dikaz najdete v [ Sh].

14.3. Priklad. Tzv. ,Problém sekretarky” se tyka zaméstnavatele, ktery
se chysta k rozhovoru s n zadateli na pozici sekretafe. Na konci kazdého roz-
hovoru musi rozhodnout, zda zadatele chce ¢i nechce prijmout. Zameéstna-
vatel musi projit vSsemi rozhovory, zadna osoba nemiize byt prijata pozdéji.
Kdyz se dostane na posledniho zadatele, ten uz urc¢ité misto dostane. Cilem
je maximalizovat pravdépodobnost, ze pfijata osoba je ta nejlépe kvalifiko-
vana. Jeho strategie je najit ¢islo £ < n takové, ze po rozhovoru s prvnimi
k zadateli pfijme ihned toho, ktery je lépe kvalifikovany nez téch k prv-
nich. Reseni tohoto problému je dosti slozité, uvadim proto pouze vysledek
(kompletni FeSeni mutzete nalézt v [ Gi]). Pravdépodobnost pfijeti nejlépe
kvalifikované osoby je tim vétsi, ¢im se % vice blizi % Navic ¢islo % je ve
skutecnosti pribliznou hodnotou maximalni pravdépodobnosti. Napriklad
kdyz je n = 30 zadatelli, zaméstnavatel musi vést interview s 11 zadateli
(coZ je priblizné 22) a pak vybrat prvniho lépe kvalifikovaného nez prvnich
jedenact. Pravdépodobnost ziskani nejlépe kvalifikovaného je %

14.4. Priklad. Jista restaurace s kazdym nakupem vraci zpét ndhodné
minci s obrazkem hlavniho mésta jednoho ze statia USA. Cilem je shroméaz-
dit iplnou kolekci, tj. 50 minci. Ptame se, jak velkou c¢ast kolekce budeme
nejpravdépodobnéji vlastnit po 50 nakupech. Odpovédi je, ze po 50 naku-
pech budeme mit 1 — (1 — 5—10)50 z celé kolekce, coz je priblizné 1 — % (viz

[Si])-

14.5. Priklad. Posloupnost ¢isel x1, x2, x3,... se ndhodné generuje z in-
tervalu [0, 1]. Proces trva tak dlouho, dokud je posloupnost ¢isel monoténné
rostouci nebo monoténné klesajici. Jaka je ocekavana délka monoténni po-
sloupnosti? Naptiklad pro posloupnost zacinajici 0.91, 0.7896, 0.20132, 0.41
je délka monotonni posloupnosti t¥i. Pro posloupnost zacinajici 0.134, 0.15,
0.3546, 0.75, 0.895, 0.276 je délka monoténni posloupnosti pét.

Pravdépodobnost, ze délka L monoténni posloupnosti je vétsi nez k, je
déna

P(L>k):P(£If1<l’2<"'<l‘k+1)+P(l'1>£L'2>"'>£L'k_|_1):
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Kdy7Z oznac¢ime P(L = k) jako py, o¢ekdvana délka monoténni posloupnosti
je

E(L) =2py+ 3ps +4ps + 5ps + .. ..

Prepiseme to ve tvaru

E(L)= p2+p3+ps+ps+ps+...
+p2+p3+pstps+pst...
+ P3+Ps+Dp5s+pst ...
+ P4+ Dps+pst ...
+ Ps+DPg+....

Sectenim kazdého radku této trojihelnikové fady obdrzime
EL)=1+1+P(L>2)+P(L>3)+P(L>4)+...

ol 11
=14+142 gt gttt

5
= 2e — 3 =~ 2.4366.

~~~~~~

odpoved. Predem pozadujeme posloupnost monoténné rostouci, a za druhé
pfi pocitani délky posloupnosti zahrneme prvni ¢islo, které obraci rostouci
smér posloupnosti. Proto posloupnost zacinajici 0.154, 0.3245, 0.58, 0.432
ma pridéleno skére Ctyfi a posloupnosti zac¢inajici 0.6754, 0.239 pridélime
skére dva. Stejnym postupem jako v predchozim prikladu lze ukazat, ze
ocekavana hodnota je vSudypritomné a fascinujici ¢islo e.
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Kapitola 15.
Neéktera zvlastni éisla vztahujici se k e

Pro zajimavost uvadim jesté nékolik cisel, které s e souviseji a které
nalezly v matematice uplatnéni.

e” ¢ = 0.065988036 . .. '

Leonhard Euler ukézal, ze vyraz ® , kdyZ pocet exponenti roste do
nekonecna, mé limitu pravé tehdy, kdyz x se nachézi mezi e ¢(=1/e°) a 1.

e~™/? = 0.207879576.. ..

V roce 1746 déle Euler ukézal, ze vyraz i (kde i = /—1) mé neko-
neéné mnoho hodnot a vSechny jsou realné: i* = e~ (7/2+2k7) kde k =
0,41,=+2,.... Zékladni hodnotou ( pro k = 0) je e=™/2.

1/e =0.367879441. ..

Limita (1 —1/n)™ pro n — oco. S timto ¢islem jsme se setkali v pfedcho-
zi kapitole v ptikladu s kartami (nebo Problém Satnaiky). V literatute se
mizete setkat s jesté jednou variantou tohoto tkolu, jmenovité v problému
,zamichanych obalek”, ktery predstavil Nicolaus Bernoulli: Kdyz vlozime n
dopist do n adresovanych obalek, jaka je pravdépodobnost, ze kazdy dopis
byl umistén ve Spatné obalce? Kdyz n — oo, pravdépodobnost se blizi k 1/e.

el/e =1.444667861 . ..
Reseni problému od Jakoba Steinera: Najit, jakou maximélni hodnotu
miize nabyvat funkce y = z'/* = . Tuto maximalni hodnotu nabjva

funkce pravé pro x = e.

878/323 = 2.718266254 . . .

Nejlepsi racionalni aproximace c¢isla e pii pouziti ¢isel mensich nez 1000.
Toto cislo je lehce zapamatovatelné a pripomina racionalni aproximaci pro
m: 355/113 = 3.14152992.. . ..

e =2.7T18281828...

Zaklad ptirozeného logaritmu a limita (1 + 1/n)"™ pro n — oco. Opakuji-
ci se blok cislic 1828 svadi na nespravnou cestu, e je iraciondlni ¢islo a je
reprezentovano nekonecnym a neopakujicim se desetinnym rozvojem. Ira-
cionalitu ¢isla e dokazal v roce 1737 Euler. Charles Hermite v roce 1873
dokazal, Ze e je transcendentni; t.j. neni feSenim zadné polynomické rovnice
s celoc¢iselnymi koeficienty.

Cislo e mfize byt interpretovano také geometricky, a to nékolika cestami.
My jsme se s nim setkali v souvislosti s plochou pod hyperbolou. Déle je
obsah plochy pod grafem y = ¢* v mezich od x = —oo do x = 1 také roven
e, stejné jako je sklon tohoto grafu v bodé =z = 1.

e+ m=95.859874482. ..
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e-m = 8.539734223 . ..

Tato ¢isla se v aplikacich vyskytuji velice zfidka; neni zndmo, zda to jsou
¢isla algebraicka nebo transcendentni, stejné tak jako u nasledujicich dvou
Cisel:

e® = 15.15426224 . ..

m¢ = 22.45915772 . ..

e™ = 23.14069263 . . .
Alexandr Gelfond v roce 1934 dokéazal, Ze toto ¢islo je transcendentni.

e = 3814279.104. ..
Srovnejte, o kolik je toto cislo vétsi nez e®. Nasledujici ¢islo v tomto
postupu, e¢ , ma 1656521 &islic v celo¢iselné asti.
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Kapitola 16.
Nezbytna trocha historie

Nase povidani o ted jiz velmi dobfe zndmém ¢islu e bychom méli zakon-
osobnosti, které se zaslouzily o rozvoj té casti matematiky, o které byla tec¢
v celé této praci.

Zacneme zhruba v 16. stoleti. V té dobé méli lidé zkuSenosti jak s tabul-
kami, tak i s geometrickou posloupnosti. V jednom spisku se v souvislosti
s ni objevila zakladni idea logaritmickych tabulek.

MICHAEL STIFEL (1486 — 1567)

— némecky matematik, v roce 1544 vydal v Norimberku svoji knihu
Arithmetica integra, ve které si v8iml, Ze pii praci s aritmetickou a geo-
metrickou posloupnosti

0123 4 5 6 7 8
1 2 4 8 16 32 64 128 256

nasobeni ¢lent ve druhém fadku (napf. 8 x 32 = 256) odpovida s¢itani
exponentt v prvnim fadku (3 4+ 5 = 8). Mozny postup pfi zjednoduseni na-
sobeni je zfejmy. Uvedena mnozina ¢isel, které bychom mohli nasobit, je sice
ponéekud tidké, ale princip dvojice aritmetické a geometrické posloupnosti
je z prikladu dobfe patrny. V uvedeném Stifelové dile se poprvé setkavame
i s poc¢itanim s mocninami s libovolnymi racionalnimi koeficienty, pfic¢emz
se zvlasté podtrhuje pravidlo nasobeni. Stifel poskytuje dokonce i patrné
prvni stavajici tabulku logaritmt, ale zajisté velmi primitivni: obsahuje po-
uze vsSechna cela ¢isla od -3 do 6 jako exponenty a zaroven s nimi patti¢né
mocniny ¢isla 2, t.j. %, ...,64. Viditelné mél Stifel predstavu o vyznamu
hlubsiho rozvoje téchto ideji, ovSsem nemél matematicky aparat, ktery by
mu to umoznil.

JOHN NAPIER (1550 — 1617)

— skotsky slechtic, jenz stal u zrodu prvnich logaritmickych tabulek. Jeho
prvni tabulky obsahovaly 100 ¢lentd geometrické posloupnosti s prvnim cle-
nem 107 a kvocientem (1 —10~7). Napierovy logaritmické tabulky vyvolaly
ohromné nadseni, svédc¢i o tom mezi jinymi fakt, Ze na zacatku tabulek se
objevily zabavné verse, ve kterych rozlicni autofi opévuji skvélé vlastnosti
logaritmi. Nicméné sam Napiertiv zptisob vycisleni logaritmt byl publiko-
van az po jeho smrti, v roce 1620.

John Napier byl vSestranné nadanym c¢lovékem, proto asi nebude na sko-
du Fici si nékolik zajimavosti z jeho zivota. Narodil se v roce 1550 (presné
datum narozeni neni znamo) v jeho rodinném panstvi, Merchiston Castle,
blizko Edinburghu, Skotsko. Detaily z jeho détstvi jsou jen nacrtkovité. Ve
svych tfinacti letech byl vyslan na Universitu St. Andrews, kde studoval
nabozenstvi. Po doc¢asném pobytu v zahranici se v roce 1571 vratil na svou
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rodnou pidu a ozenil se s Elizabethou Stirlingovou, se kterou mél dvé déti.
Po smrti své manzelky v roce 1579 se ozenil s Agnes Chisholmovou, a méli
dalsich deset déti. Druhy syn z tohoto manzelstvi, Robert, byl pozdéji ot-
covym literarnim vydavatelem. Po smrti svého otce sira Archibalda v roce
1608 se John vratil do Merchistonu, kde jako osmy spravce panstvi stravil
zbytek svého zivota.

Napierovy casné snahy tézce narazely na budouci matematickou tvori-
vost. Jeho hlavni zadjmy se tykaly ndbozenstvi, nebo radéji ndbozenské ¢in-
nosti. Jako horlivy protestant a vérny odpiirce papezstvi publikoval své
nazory v A Plaine Discovery of the whole Revelation of Saint John (1593),
kniha, ve které ostie napada katolicky kostel a tvrdi, ze papez je antikrist,
a pobizi skotského kréle Jamese VI (pozdéji kral Anglie James I), aby o¢is-
til sviij dim a sviij dvir od vsech katolikii a ateistii. Také predpovidal, ze
ysoudny den” spadne mezi 1688 a 1700. Kniha byla prelozena do nékolika
jazykt a vysla v 21 vydanich (deset z nich se objevilo jiz za jeho zZivota),
coz Napiera ujistilo, Ze jeho jméno se bezpec¢né zapise do historie.

Nicméné Napierovy zajmy se neomezovaly na nabozenstvi. Jako velkos-
tatkar mél zajem na zlepseni svych vynost ze sklizné a z dobytka, experi-
mentoval s riznymi hnojivy a solemi, aby ztarodnil ptidu. V roce 1579 vy-
nalezl hydraulicky sroub na kontrolovani hladiny vody v uhelnych Sachtach.
Také prokazal odvazny zajem ve vojenskych zalezitostech, nebal se, ze bude
pristizen se strachem, ze kral Filip II se chysta vtrhnout do Anglie. Vymyslel
plany na postaveni ohromnych zrcadel, kterd by mohla zapalit nepritelovy
lodé, pripominajici Archimédovy plany na obranu Syrakus osmnéactset let
tomu. Vymyslel délo, které dokaze vycistit plochu ctyr mili od vsech obyd-
Iz, valecny vz s pohybujicimi se usty odvahy, ktery by roztrousil zkdzu na
vSechny strany, a dokonce zatizeni plovouci pod vodou s ruznymi léckami
ublizZujicimi nepriteli — vSe predchtidci moderni vojenské technologie. Neni
znamo, zda byl tehdy néktery z téchto stroji postaven.

Jak uz to byva s lidmi tak rozmanitych zajmu, Napier se stal predmétem
mnoha vypravéni. Zda se, ze byl hasterivé povahy, zvlasté pokud jde o spory
se sousedy nebo najemniky. Podle jednoho vypravéni Napier byl popuzen
jednim sousedovym holubem, ktery se snesl na jeho pozemek a snédl jeho
zrni. Soused varovan Napierem, ze kdyz nezastavi holuba, bude zle, pohr-
davé ignoroval radu s tim, ze Napier mtize chytit holuba, kdy se mu zachce.
Dalsi den nasel soused svého holuba polomrtvého, jak lezi na Napierové
travniku. Napier jednoduse namocil zrni v silném alkoholu, a tak se holub
opil a mohl se stézi pohybovat. Podle jiného piibéhu, Napier véril, ze jeden
z jeho sluhti krade jeho svrsky. Oznamil, Ze jeho cerny kohout zjisti hiisnika.
Sluhové byli zavieni do tmavé mistnosti, kde byl kazdy z nich pozadan, aby
pohladil kohouta na zadech. Napier, aniz by néco fekl sluhiim, namazal ko-
houta lampovou ¢erni. Pti odchodu z mistnosti byl kazdy ze sluhti pozadéan,
aby ukézal své ruce. Sluha, ktery byl vinen, se bal dotknout kohouta, vytahl
tedy cisté ruce a tak prozradil svou vinu.

Vsechny tyto aktivity vcetné zanicenych nabozenskych kampani se vy-
pravély dlouho, nez byly zapomenuty. Dnes je Napierovo jméno zndmo ne
kvili jeho nejvice prodavané knize nebo jeho mechanickému dimyslu, ale
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kviili jeho abstraktnim matematickym myslenkam, které se rozvijely po dva-
cet let jeho zivota: logaritmy. Poznamenejme v této souvislosti jesté to, ze
nékdy byva prirozeny logaritmus ne prili§ $tastné nazyvan Napierovym lo-
garitmem.

JoosT BURGI (1552 — 1632)

— Svycarsky jemny mechanik, hodinar a vypoctar. Sestrojil nezavisle na
Napierovi podobnou tabulku. Jestlize oznac¢ime jim zavedeny logaritmus
Bog, pak Bog je ve skutecnosti jiz obecny logaritmus, tj.

Bogx = log,. z, x € (0, +00);

¢islo ¢ je definovano rovnosti ¢ = (1 + 10_4)104. Pro Biirgiho logaritmus
jiz tedy plati (pro Napiertv to neplatilo, Slo tedy vlastné o predchidce
logaritmu v nasem smyslu)

Bog xy = Bogx + Bogy.

Tato rovnice ukazuje jasné vyznam logaritmt pro prevod nasobeni na sci-
tani.

HENRY BRrIiGcGs (1561 — 1630)

— anglicky matematik, profesor matematiky na univerzité v Cambridge,
jeden z propagatorti Keplerovych objevii. V roce 1615 navstivil Napiera a
po diskusi s nim dospél k ,,vylepsenym” logaritmim, které dnes nazyvame
dekadickeé logaritmy. Jeho ¢trnactimistné tabulky byly publikovany v roce
1628; pro log,, samoziejmé plati také

logyo 2y = logy = + logyo ¥

Tim pochopitelné historie tabulek nekon¢i. Tak naptiklad JOHANNES
KEPLER (1572 — 1630), ktery piisel roku 1600 do Prahy a stal se po smrti
Tychona de Brahe dvornim hvézdarem Rudolfa II., pouzival pro své vypoc-
ty Napierovy tabulky, které si pak dale sam upravoval. Nakonec v roce 1624
vydal své vlastni logaritmické tabulky.

GREGOIRIE DE SAINT VINCENT (1584 — 1667)

— belgicky Jezuita, s jehoz jménem jsme se setkali v souvislosti s feSenim
problému kvadratury hyperboly. Ve své praci Opus Geometricum (1647) si
povsiml, ze jisté plochy odvozené od jejiho grafu maji podobnou vlastnost
jako dvojice aritmetické a geometrické posloupnosti. Teprve vSak jeho zak
ALFONS ANTON DE SARASA (1618 — 1667) upozornil v praci Problematis
a Mersenne Propositi (1649) na souvislost logaritmu a rovnoosé hyperboly
o rovnici zy = 1. Uvazime-li souvislost obsahu obrazce pod grafem funkce
s integralem, dostaneme pro ¢ € (0, +00)

b dx
Al,t - .

1 X
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Samoziejmé jesté mnoho dalSich matematikti sehralo vyznamnou roli
v rozvoji této oblasti matematiky. My vSak nemuzeme vzpomenout tuplné
vSechny, ale jednomu z nich se vénovat musime. Je to

LEONHARD EULER (1707 — 1783)

— genialni ucenec, clen petrohradské a berlinské akademie véd, ktery po
vétsinu svého zivota pobyval a pracoval v Rusku. Byl autorem vice nez 850
védeckych praci, mezi nimiz bylo i kolek dvaceti dvousvazkovych i trisvaz-
kovych monografii.

Pti zavadéni exponencidlni a logaritmické funkce Euler pouzival nekonec-
né velkych a nekonecné malych ¢isel. Tento nastroj byl pozdéji z rigoréznich
matematickych tvah vymycen a vratil se do nich v modifikované podobé
teprve v tomto stoleti ve formé hyperredlnych cisel. Nekoneéné mald ¢isla
byla zdrojem cetnych rozport, i kdyz se s nimi na intuitivni tirovni lehce
pracovalo. Pro nas vyklad bylo podstatné, ze pomoci tohoto nastroje dospél
k vyjadfeni e

1 1

1

a k vyjadfeni exponencialni funkce e”

-3’

(N znadi nekonecné velké ¢islo), kterou miizeme v soudobém oznadeni pre-
psat do znamého tvaru

e’ = lim (1 + §>n
n— o0 n

V roce 1737 Euler také dokézal iracionalitu ¢isla e, ditkkaz transcenden-
ce byl vSak ponechan francouzskému matematikovi, jimz byl, jak jiz vime,
CHARLES HERMITE (1822 — 1901).

Poznamenejme jesté, ze oznaceni limity lim,,_, o, (1 + %)n jako e pochazi
pravé od Eulera, ktery tak ucinil prvné v roce 1731 v dopise Goldbachovi. Ze
zacatku se tato limita oznacovala c, ale pozdéji, také diky Eulerové autorite,
se ujalo oznaceni e.
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Kapitola 17.

[ X

Fascinujici Cislo e

e =

2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966
967627724076630353547594571382178525166427427466391932003059
921817413596629043572900334295260595630738132328627943490763
233829880753195251019011573834187930702154089149934884167509
244761460668082264800168477411853742345442437107539077744992
069551702761838606261331384583000752044933826560297606737113
200709328709127443747047230696977209310141692836819025515108
657463772111252389784425056953696770785449969967946864454905
987931636889230098793127736178215424999229576351482208269895
193668033182528869398496465105820939239829488793320362509443
117301238197068416140397019837679320683282376464804295311802
3287825098194558156301756717361332069811250996181881593041690
351598888519345807273866738589422879228499892086805825749279
610484198444363463244968487560233624827041978623209002160990
235304369941849146314093431738143640546253152096183690888707
016768396424378140592714563549061303107208510383750510115747
704171898610687396965521267154688957035035402123407849819334
321068170121005627880235193033224745015853904730419957777093
503660416997329725088687696640355570716226844716256079882651
787134195124665201030592123667719432527867539855894489697096
409754591856956380236370162112047742722836489613422516445078
182442352948636372141740238893441247963574370263755294448337
998016125492278509257782562092622648326277933386566481627725
164019105900491644998289315056604725802778631864155195653244
258698294695930801915298721172556347546396447910145904090586
298496791287406870504895858671747985466775757320568128845920
541334053922000113786300945560688166740016984205580403363795
376452030402432256613527836951177883863874439662532249850654
995886234281899707733276171783928034946501434558897071942586
398772754710962953741521115136835062752602326484728703920764
3100569584116612054529703023647254929666938115137322753645098
889031360205724817658511806303644281231496550704751025446501
172721155519486685080036853228183152196003735625279449515828
418829478761085263981395599006737648292244375287184624578036
192981971399147564488262603903381441823262515097482798777996
437308997038886778227138360577297882412561190717663946507063
304527954661855096666185664709711344474016070462621568071748
187784437143698821855967095910259686200235371858874856965. . .

Pokracovani: http//www.missouri.edu/~ 639692 /exp/
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