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1 Zakladni myslenky.
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Uvazujme nasledujici funkci.
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Derivace je kladna (= smérnice te¢ny je kladnd)
= tecna je rostouci
= funkce je rostouci.
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Derivace je zaporna (= smérnice tecny je zaporna)
= tecna je klesajici
= funkce je klesajici.
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e Lokalni maximum (bod, v jehoZ okoli neni Zddn3 vy3si funkéni hodnota)
ma spojitd funkce v bodé, kde se méni z rostouci na klesajici.

e Lokalni minimum (bod, v jehoZ okoli neni Zadna niZsi funkéni hodnota)
ma spojitd funkce v bodé, kde se méni z klesajici na rostouci.
e Je-li derivace nenulovd, funkce nedosahuje lokdlniho extrému. Je-li

v bod& lokalni extrém, pak je derivace bud nulova (=: stacionarni
bod) nebo derivace neexistuje.
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(y" md zdpornou derivaci a tedy klesa)

= rlst se zpomaluje a pripadné se méni na pokles; pokles se zrychluje
= funkce je v okoli bodu dotyku pod te¢nou (=: konkavni)
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(y" ma kladnou derivaci a tedy roste)

= rlst se zrychluje; pokles zpomaluje a pripadné se méni na rist
= funkce je v okoli bodu dotyku nad te¢nou (=: konvexni)
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Konvexnost se zméni na konkavitu, nebo naopak, (=: funkce ma inflexni
bod) jediné v bodé, kde se zméni znaménko druhé derivace, tj. jediné v bodé,
kde je druha derivace nulovd, nebo kde ma bod nespojitosti (a potom
druha derivace neexistuje). V inflexnim bodé je narlst nebo pokles
funk¢nich hodnot nejrychlejsi nebo nejpomalejsi.
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2 Presné véty a definice
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(" Definice (lokdlni extrém). Bud f funkce a xo € Dom(f).

e Rekneme, 7e funkce ma v bodé xo lokdIni maximum, jestlize existuje
ryzi okoli O(xp), takové, ze f(xq) > f(x) pro vSechna x € O(xp). Je-li ne-
rovnost ostrd, fikime, Ze funkce f ma v bodé xq ostré lokalni maximum.
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(" Definice (lokdlni extrém). Bud f funkce a xo € Dom(f).

e Rekneme, 7e funkce ma v bodé xo lokdIni maximum, jestlize existuje
ryzi okoli O(xp), takové, ze f(xq) > f(x) pro vSechna x € O(xp). Je-li ne-
rovnost ostrd, fikime, Ze funkce f ma v bodé xq ostré lokalni maximum.

e Plati-li opa¢né nerovnosti, fikime, ze funkce ma v bodé xq lokdIni mi-
nimum a ostré lokalni minimum.

e |okalni maximum a minimum nazyvame spolenym ndzvem lokaIni ex-
trémy. Ostré lokalni maximum a ostré lokalni minimum nazyvame spo-
le€nym ndzvem ostré lokalni extrémy.
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Véta 1 (postacujici podminky pro existenci a neexistenci lokdlnich extrému).
Bud f funkce definovand a spojitd v n&jakém okoli bodu x.

e Jestlize existuje levé okoli bodu xp, ve kterém je funkce rostouci a pravé
okoli bodu xp, ve kterém je funkce klesajici, je bod xp bodem ostrého
lokalniho maxima funkce f.
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Véta 1 (postalujici podminky pro existenci a neexistenci lokalnich extrému).
Bud f funkce definovand a spojitd v n&jakém okoli bodu x.

e Jestlize existuje levé okoli bodu xp, ve kterém je funkce rostouci a pravé
okoli bodu xp, ve kterém je funkce klesajici, je bod xp bodem ostrého
lokalniho maxima funkce f.

e Jestlize existuje levé okoli bodu xg, ve kterém je funkce klesajici a pravé
okoli bodu xg, ve kterém je funkce rostouci, je bod xg bodem ostrého
lokalniho minima funkce f.

e Jestlize existuje okoli bodu xp ve kterém je funkce ryze monotonni, lokalni
extrém v bodé xy nenastava.

Poznamka 1. Graficky mizeme pfedchozi vétu ilustrovat nésledovné.
JMAEN min 2 AMAXN
a b c d
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Véta 2 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f md derivaci na ote-
vieném intervalu /.

e Je-li f'(x) > 0 na intervalu /, je funkce f rostouci na /.

e Je-li f'(x) < 0 na intervalu /, je funkce f klesajici na /.
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Véta 2 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f ma derivaci na ote-
vieném intervalu /.

e Je-li f'(x) > 0 na intervalu /, je funkce f rostouci na /.

e Je-li f'(x) < 0 na intervalu /, je funkce f klesajici na /.

Definice (staciondrni bod). Rekneme, e bod xo je staciondrnim bodem
funkce f, jestlize funkce f md v bodé& xo nulovou derivaci, tj. f'(xo) = 0.
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Véta 2 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f ma derivaci na ote-
vieném intervalu /.

e Je-li f'(x) > 0 na intervalu /, je funkce f rostouci na /.

e Je-li f'(x) < 0 na intervalu /, je funkce f klesajici na /.

Definice (staciondrni bod). Rekneme, %e bod xo je staciondrnim bodem
funkce f, jestlize funkce f md v bodé& xo nulovou derivaci, tj. f'(xo) = 0.

Poznamka 2 (geometricky vyznam). Geometricky jsou stacionarni body body,
ve kterych md graf funkce vodorovnou teénu (pro¢?).
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Véta 2 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f ma derivaci na ote-
vieném intervalu /.

e Je-li f'(x) > 0 na intervalu /, je funkce f rostouci na /.

e Je-li f'(x) < 0 na intervalu /, je funkce f klesajici na /.

Definice (staciondrni bod). Rekneme, %e bod xo je staciondrnim bodem
funkce f, jestlize funkce f md v bodé& xo nulovou derivaci, tj. f'(xo) = 0.

Poznamka 2 (geometricky vyznam). Geometricky jsou stacionarni body body,
ve kterych md graf funkce vodorovnou teénu (pro¢?).

Véta 3 (souvislost derivace a lokalnich extrémil). Necht ma funkce v bodé xg
lokalni extrém. Pak funkce f v bodé xg bud nemd derivaci, nebo je tato derivace
nulova, tj. plati f'(xo) = 0 a xo je stacionarnim bodem funkce 7.
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(" Definice (konvexnost, konkavnost). Bud f funkce majici derivaci v bodé& xo.}
Rekneme, Ze funkce f je v bodé& xo konvexni (konkavni), jestlize existuje ryzi
okoli bodu xq takové, Ze pro véechna x € O(xo) lezi body grafu funkce nad
te¢nou (pod te¢nou) ke grafu funkce f sestrojenou v bodé xp, tj. plati

F(x) > F(xo) + f'(x0) (x — xo) (f(x) < f(xo) + F'(x0) (x — XO)) CQ)

Rekneme, Ze funkce je konvexni (konkdvni) na otevieném intervalu |, ma-li
_tuto vlastnost v kazdém bodé& intervalu /.

Definice (inflexni bod). Bod ve kterém se méni charakter funkce z konvexni
na konkavni nebo naopak nazyvame inflexnim bodem funkce f. l
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Véta 4 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce
majici druhou derivaci na otevieném intervalu /.

e Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, je funkce f konvexni na /.

e Je-li f"(x) < 0 na intervalu /, je funkce f konkavni na /.
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Véta 4 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce
majici druhou derivaci na otevieném intervalu /.

e Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, je funkce f konvexni na /.

e Je-li f"(x) < 0 na intervalu /, je funkce f konkavni na /.

Definice (kriticky bod). Bod, ve kterém ma funkce f nulovou druhou derivacily
nazyvame kritickym bodem funkce f.
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Véta 4 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce
majici druhou derivaci na otevieném intervalu /.

e Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, je funkce f konvexni na /.

e Je-li f"(x) < 0 na intervalu /, je funkce f konkavni na /.

Definice (kriticky bod). Bod, ve kterém ma funkce f nulovou druhou derivacily
nazyvame kritickym bodem funkce f.

Véta 5 (souvislost inflexnich bodl a druhé derivace). Necht ma funkce v bodé
xo inflexni bod. Pak funkce f v bodé& xo bud nema druhou derivaci, nebo je tato
druhd derivace nulova, tj. plati f”(xg) = 0 a xo je kritickym bodem funkce f.
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Véta 4 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce
majici druhou derivaci na otevieném intervalu /.

e Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, je funkce f konvexni na /.

e Je-li f"(x) < 0 na intervalu /, je funkce f konkavni na /.

Definice (kriticky bod). Bod, ve kterém ma funkce f nulovou druhou derivacily
nazyvame kritickym bodem funkce f. ‘

Véta 5 (souvislost inflexnich bodl a druhé derivace). Necht ma funkce v bodé
xo inflexni bod. Pak funkce f v bodé& xo bud nema druhou derivaci, nebo je tato
druhd derivace nulova, tj. plati f”(xg) = 0 a xo je kritickym bodem funkce f.

Véta 6 (souvislost druhé derivace s lokalnimi extrémy). Bud f funkce a xo staci-
onarni bod funkce f. Je-li f”(xg) > 0, nabyva funkce v bod& xq lokaIniho minima,
je-li ”(x0) < 0, nabyva funkce v bod& x lokalniho maxima.
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3 Okoli nevlastnich bodu.

Jiz zndme dva druhy asymptot.

ptota

m

odorovnd asymptota v+o00
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(" Definice (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovana v né&jakém okoll}
bodu co. Pfimka y = kx+ g se nazyvd asymptota se smérnici ke grafu funkce
y = f(x), jestlize plati

lim [kx + g — f(x)| =0
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(" Definice (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovana v né&jakém okoll}
bodu co. Pfimka y = kx+ g se nazyvd asymptota se smérnici ke grafu funkce
y = f(x), jestlize plati

lim [kx + g — f(x)| =0

Podobné, zaménime-li bod co za bod —oco, obdrzime definici asymptoty se
smérnici ke grafu funkce f v bodé —o0.
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Véta 7 (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovand v n&jakém okoli bodu
00. Pfimka y = kx + g je asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé
+o00 pravé tehdy, kdyz existuji konecné limity

k:= lim U a g = lim (f(x) — kx) |

x—00 X X—00

Podobné, zaménime-li bod co za bod —oco, obdrZzime asymptotu se smérnici ke
grafu funkce f v bodé —oo.
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Véta 7 (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovand v n&jakém okoli bodu
00. Pfimka y = kx + g je asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé
+o00 pravé tehdy, kdyz existuji konecné limity

k:= lim U a g = lim (f(x) — kx) |

x—00 X X—00

Podobné, zaménime-li bod co za bod —oco, obdrZzime asymptotu se smérnici ke
grafu funkce f v bodé —oo.

VVéta 8 (asymptoty racionalni funkce). Asymptoty se smérnici ke grafu racionalni
funkce v bodech +oo existuji soucasné a jsou stejné.

Poznamka 3. Polynom stupné alespoini 2 nema asymptoty.

= (©Robert Maiik, 2007 K4



4 Sestrojeni grafu funkce.

1.

Nalezneme definicni obor funkce, zjistime paritu funkce a jeji priseciky
s osami, intervaly, kde je funkce kladnd a kde zaporna.

. Asymptoty, chovani funkce v okoli bodll nespojitosti.

Prvni derivace, staciondrni body, intervaly ristu a klesani a lokaIni extrémy.

Druha derivace, kritické body, intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexni
body.

Asymptoty a charakteristické body (extrémy a inflexni body) zakreslime do
kartézské soustavy souradnic a nacrtneme graf.
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