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1. Rychlost ristu poprvé

Smérnice k pfimky je ¢islo, udévajici, jak rychle ptimka roste ¢i klesa. Definujeme ji jako
podil svislé a odpovidajici vodorovné zmeény. Z trigonometrie pravothlého trojahelnika

plyne, Ze smérnice odpovida tangenté thlu, ktery svird pfimka s kladnou vodorovnou [ .
poloosou. Diferenciaint poce

ebod [xz, ]/2]
bod [xl, ]/1]
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2. Rychlost riastu podruhé

Rychlost rtistu nelinedrni funkce definujeme jako rychlost rtstu jeji tecny.
Tato rychlost se podél nelinearni k¥ivky méni.

k=0.22

——/

Xo

Musime tedy umét najit tecnu ke grafu funkce v daném bodé. Pred-
pokladejme, Ze z funkce f zndme jenom jeji analyticky tvar, tj. pfedpis
y = f(x). Pomoci tohoto pfedpisu a pojma, s kterymi umime pracovat,
chceme nalézt rovnici tecny.
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3. Rovnice tecny

Smérnici se¢ny najdeme snadno, protoZze mame dvajeji body. Tecnu mtizeme
y o
potom najit jako limitni polohu secen.
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4,

Limitni proces lim

Plati lim

x—0t

x—0t

sin x

=1
X

I/Bliieni Sell pOprVé

sin x

X

x = 2.000
f(x) = 0.4546487134
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5. ,Blizeni se” podruhé

o .1
Limitni proces lim —
x—0T X

x = 1.00000
F(x) =1.00
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6. ,BliZeni se” potreti

L .1
Limitni proces lim —
X—0o0 X

x=1
f(x) = 1.00000

Plati lim 1 =0

X—00 X
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7. Ptesna definice limity

Nyni snad jiZ médme pfibliznou pfedstavu, co to znamena, fekne-li se
,pokud se x blizi k bodu a tak se f(x) blizi k bodu L”. Dok&dZeme tuto :
pfedstavu zhruba okomentovat nad grafem funkce y = f(x). Jlerenciaintpoce

Problém: Jak definovat limitu pro obecnou funkci y = f(x), u které
nezndme graf ale jenom analyticky pfedpis?

Jediné co obecné umime pro kazdou funkci, je pocitat funkéni hodnoty.
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O - —— — — — - — — — —

e Podle obrazku lze odhadovat, Ze ¢im je hodnota x bliZze k bodu 4,
tim je hodnota f(x) blize k bodu L.

e Pokusime se toto blizeni definovat pfesné a nezavisle na grafu
funkce.

.
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L+e
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e Okolim vlastniho bodu b rozumime libovolny otevieny interval,
ktery obsahuje tento bod.

e Ryzim okolim vlastniho bodu b rozumime okoli bodu b, ze kte-
rého vyjmeme pravé bod b.

e Vodorovny pas vznikne rozsifenim okoli bodu L vodorovné.

e Svisly pas vznikl rozsifenim ryziho okoli bodu a svisle (okoli je
ryzi a proto do néj nepatfi svisla pferusovana cara).

.
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L+e
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e K vyznacenému okoli bodu L lze najit okoli bodu a takové, Ze
obraz vSech bodu z okoli bodu a (s pfipadnou vyjimkou bodu a)
lezi v okoli bodu L.

e Funkéni hodnoty v bodé a si nevSimame. MtiZze byt libovolna
nebo ani nemusi byt definovana.

.
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L+e

a-+o

Budeme hrat hru Zlutého hrace (4£9) proti Sedému (=2)):
e 43 zuzuije & rozsituje okoli bodu L libovolné.

e Pojeho tahu pokracuje 22, jeho tikolem je zuZovat nebo rozsitovat
ryzi okoli bodu a tak, aby po jeho tahu ta ¢ast grafu, kterd je nad
jeho Sedym okolim, byla cela ve zlutém pasu.

e Pokud vzdy najde protitah k tahu 49, vyhrava [Z&]. Pokud
takovy protitah nenajde, vyhrava 4.
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e 43 7Gzime vodorovné okoli bodu L (Zluty pas).

e Nyni funkéni hodnoty z okoli bodu a (vrSek Sedé mnoZiny) vybi-
haji ze Zlutého pasu ven a &2 hrac¢ hleda protitah, kterym vrsek
Sedé mnoziny vrati do Zlutého pasu.

.
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a+0
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e Mame protitah Sedym okolim: stac¢i ztizit okoli bodu a a funkéni < >

hodnoty z okoli bodu a jsou opét ve Zlutém pasu. Toto 1ze provést
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a+0
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e Ke kazdému okoli bodu L nalezneme ryzi okoli bodu a takové, Ze
obraz vSech bodti z tohoto ryziho okoli bodu a leZi v uvaZovaném
okoli bodu L.

.
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Definice 1 (definice limity) Je-li splnéna podminka z predchoziho
bodu, fikdme, Ze funkce ma v bodé a limitu rovnu ¢&islu L. PiSeme
lim f(x) =L\

X—a
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Lif=mmmmmmmmmmmm e :
Lyt

e Hrejme sjinou funkci. Toto je vychozi pozice, vrsek Sedé mnoziny
je ve zlutém pésu a £ je ,na tahu”.

e Hra zase neni spravedliva (vidite kdo vyhraje?).

.
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Lif=mmmmmmmmmmmmmm e e :

/

e 41 yyhraje ,jednim tahem”. Na tento ttok neexistuje protitah
Sedym okolim.

e Tato funkce nema v bodé a limitu rovnu &islu L. Lze totiZ najit
okoli bodu L; takové, Ze sebevétsi ztizeni ryziho okoli bodu a
(Sedy pas bez prerusované ¢ary) nezptisobi to, Ze vSechny funkéni
hodnoty se dostanou do tohoto péasu.

e Podobné, ani L, ani zaddné jiné ¢islo neni limitou funkce v bodé
a. Funkce v bodé€ a nema limitu.

.
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Lif=mmmmmmmmmmmmmm e e :

/

o Ale: Ke kazdému okoli bodu L; nalezneme pravé ryzi okoli bodu
a takové, ze obraz vSech bodui z tohoto pravého ryziho okoli
bodu a lezi v uvazovaném okoli bodu L.

.
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Definice 2 (definice limity zprava) Je-li splnéna podminka z pfedcho-
ziho bodu, fikdme, Ze funkce ma v bodé a limitu zprava rovnu ¢islu L.

Piseme lim) f(x)=1Lq.
X—a
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e Ke kazdému okoli bodu L; nalezneme levé ryzi okoli bodu a
takové, Ze obraz vSech bodti z tohoto levého ryziho okoli bodu a
leZi v uvaZzovaném okoli bodu L.

.
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Definice 3 (definice limity zleva) Je-li spInéna podminka z pfedcho-
ziho bodu, fikame, Ze funkce ma v bodé a limitu zleva rovnu ¢&islu L.

Piseme| lim f(x) =Ly .
X—a
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8. Rovnice te¢ny podruhé

Smérnici se¢ny najdeme snadno, protoZze mame dvajeji body. Tecnu mtizeme
potom najit jako limitni polohu secen.

//

TY0 Xo+h

Xo

Smérnice seény je k = flxo+h) = flxo) _ 2.07.
TeCna je (pfiblizn€) y = 0.61x 4 0.91.
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9. Definice derivace

Derivace je veli¢ina, ktera udéava, jak rychle se méni funkéni hodnoty dané
funkce. Pfesnéji: je to veli¢ina kterd udava smérnici tecny ke grafu funkce.

Definice 4 (derivace funkce v bodé) Necht' x € D(f). Rekneme, Ze
funkce f mé v bod¢ x derivaci rovnu &islu oznaenému f'(x), jestlize existuje

kone¢na limita

f'(x) = lim

h—0

Podobné definujeme i derivaci zprava a derivaci zleva. PoZivame pfi tom
limitu zprava a zleva misto oboustranné limity (1).
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Definice 6 (vyssi derivace) Bud'f(x) funkcea f'(x) jeji derivace. Existuje-
li derivace (f'(x)) funkce f'(x), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a
oznac¢ujeme f”'(x). n-ndsobnym opakovanim tohoto postupu dospivame
k n-té derivaci funkce f(x), kterou oznacujeme £ (x).
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